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1 .  I1TTR ODUC TIOIT

I f  a  p e r i o d i c  f o r c e  o f  f r e q u e n c y  i s  a p p l i e d  t o  a  

s e l f - e x c i t e d  n o n l i n e a r  s y s t e m  o f  n a t u r a l  f r e q u e n c y  (i), , and  

i f  CUx i s  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  U)% , t h e  f a m i l i a r  h e t e r o d y n in g

e f f e c t  w i l l  h e  o b s e r v e d .  H ow ever , when t h e  d i f f e r e n c e  

j b e c o m e s  s m a l l e r  and r e a c h e s  a s p e c i f i c  v a l u e ,  Jtoa-Ui ] %o9

i t  h a s  b e e n  o b s e r v e d  t h a t  t h e  f o r c e d  s e l f - e x c i t e d  s y s t e m  

h a s  t h e  f r e q u e n c y  o f  t h e  f o r c i n g  f u n c t i o n ,  kJz,  W ith  a  

f u r t h e r  v a r i a t i o n  o f  t h e r e  i s  a  r a n g e  w i t h i n  w h ic h  t h e  

s e l f - e x c i t e d  s y s t e m  i s  s y n c h r o n iz e d  w i t h  t h e  f r e q u e n c y  

o f  t h e  f o r c i n g  f u n c t i o n  and w i t h i n  w h ic h  t h e  a m p l i t u d e  o f  

v i b r a t i o n  f o r  s p e c i f i c  v a l u e s  o f  i s  c o n s t a n t .  From
9 ^

t h e  n o n l i n e a r  m e c h a n ic a l  1 t h e o r y  i t  h a s  b e e n  fo u n d  t h a t  

f o r  t h i s  r a n g e  o f  lOj. t h e  f r e e  v i b r a t i o n  o f  t h e  n o n l i n e a r  

s y s t e m  i s  s u p p r e s s e d  by  t h e  f o r c i n g  v i b r a t i o n ,  i . e .  th e  

s y s t e m  g a i n s  i t s  c o n t r o l l i n g  e n e r g y  fro m  t h e  f o r c i n g  f u n c t i o n ,  

t h e  l i m i t  c y c l e  no l o n g e r  e x i s t i n g ? *  T h i s  phenom enon i s
tL

c a l l e d  b y  v a r i o u s  a u t h o r s  'f r e q u e n c y  e n t r a in m e n t  and t h e  

r a n g e  o f  d o m in a t io n  by  t h e  f o r c i n g  f u n c t i o n  i s  t h e  zo n e  o f  

e n t r e i n m e n t . From t h e  l i n e a r  t h e o r y  \\Ux-u),]s:0 o n ly  when
' vi *> ' •----- -----~]

Wt t h e n c e ,  i t  d o e s  n o t  a c c o u n t  f o r  f r e q u e n c y  e n t r a i n ­

m e n t ,  and t h e r e f o r e ,  th e  phenom enon i s  a t t r i b u t e d  t<5 t h e - 

n o n l in e -  r i t y  o f  t h e  s y s t e m .  F i g .  1 . 1  d e m o n s t r a t e s  

g r a p h i c a l l y  f r e q u e n c y  e n t r a in m e n t .  The d o t t e d  l i n e s

Reproduced with permission of the copyright owner. Further reproduction prohibited without permission.



-  2

€T

e

F ig #  1 . 1

Reproduced with permission of the copyright owner. Further reproduction prohibited without permission.



-  3 -

i n d i c a t i n g  t h e  e x p e c t e d  l i n e a r  b e h a v i o r ,  w h i l e  t h e  s o l i d

l i n e s  i n d i c a t e  t h e  n o n l i n e a r  b e h a v i o r ,

f r e q u e n c y  e n t r a in m e n t  i s  b e l i e v e d  t o  h a v e  b e e n

o b s e r v e d  i n  a  number o f  c a s e s .  The e a r l i e s t  i s  t h a t  o f  '•

H u y g e n s ’ s y n c h r o n o u s  c lo c k s 5 *  Two pendulum  c l o c k s  h a v i n g

s l i g h t l y  d i f f e r e n t  f r e q u e n c i e s  when c o m p l e t e l y  i s o l a t e d

fr o m  e a c h  o t h e r ,  w i l l  s y n c h r o n iz e  upon c o u p l i n g ,  s a y  by
&h a n g in g  them  on t h e  same w a l l .  L a t e r ,  Lord R a y l e i g h  ' 

n o t e d  t h a t  upon c o u p l i n g  two o rgan  p i p e s  o f  s l i g h t l y  

d i f f e r e n t  f r e q u e n c i e s  a  s y n c h r o n i z a t i o n  o c c u r s ,  and- t h a t  

^ e l e c t r i c a l l y  e x c i t e d  t u n i n g  f o r k s  o f  d i f f e r e n t  n a t u r a l  

f r e q u e n c i e s  w i l l  s y n c h r o n i z e  when c o u p le d  w i t h  a  r e s o n a t o r ,
<Jr

V i n c e n t  ’ i n  1 9 1 9  p r e s e n t e d  w h a t i s  b e l i e v e d  t o  b e  t h e  f i r s t  

q u a n t i t a t i v e  e x p e r i m e n t a l  m e a su r e m e n ts  o f  t h e  s y n c h r o n i ­

z a t i o n  s p r e a d  e f f e c t  i n  c o n n e c t i o n  w i t h  two c a p a c i t i v e l y  

c o u p le d  e l e c t r o n i c  o s c i l l a t o r s ,  M o l l e r ,  v a n  d e r  P o l ,  

A p p l e t o n ,  C a r t w r i g h t ,  and many R u s s ia n  s c i e n t i s t s  h a v e  

i n v e s t i g a t e d  f r e q u e n c y  e n t r a in m e n t  f o r  one d e g r e e  o f  

f r e e d o m  s y s t e m s  and h a v e  o b t a in e d  p r e d i c t i o n s  and  

i n t e r p r e t a t i o n s  w i t h  t h e  a p p r o x im a t io n  m e th o d s  o f  n o n l i n e a r  

m e c h a n ic s .

THERE I S  THE QUEST I CH. HOWEVER „ AS TO UHETHER IT I S  

CORRECT TO ASSUME THAT THE ABOVE DEFINED AND CURRENTLY 

f ie  EXCEPTED CONCEPT OF FREQUENCY ^ n t r a i n t e n t  i s  a p p l i c a b l e  

TO NONLINEAR SYSTEKS OP TEO DEGREES OP FREEDOM. I s  i t
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p o s s i b l e  t o  h a v e  one c l o c k  e n t r a i n  t h e  o t h e r  c l o c k  a t  t h e  

f i r s t  c l o c k ’ s  f r e q u e n c y ,  or d o e s  one o s c i l l a t o r  e n t r a i n  

t h e  o t h e r  o s c i l l a t o r ?  I t  c e r t a i n l y  d o e s  n o t  seem  j u s t i ­

f i a b l e  t o  r e d u c e  a  tw o d e g r e e  o f  f r e e d o m  s y s t e m  t o  a  on e  

d e g r e e  o f  f r e e d o m  s y s t e m  t h a t  i s  f o r c e d  and t h e n  sa y  t h a t  

one s e l f - o s c i l l a t i n g  s y s t e m  e n t r a i n s  t h e  o t h e r .  In  

co m p a r in g  t h i s  p r o c e d u r e  w i t h  t h e  l i n e a r  c o n c e p t s ,  i t  i s  

a p p a r e n t  t h a t  t h e r e  a r e  e n e r g y  s t a t e s  t h a t  a r e  n e g l e c t e d .

Of c o u r s e ,  th e  r e d u c t i o n  i s  s a id  t o  b e  j u s t i f i e d  i n  v i e w  

o f  t h e  p r e s e n t  s t a t e  o f  n o n l i n e a r  t h e o r y  f o r  s y s t e m s  o f  

tw o d e g r e e s  o f  f r e e d o m . I t  . i s  p r a c t i c a l l y  n o n e x i s t e n t .  

H ow ever , l i n e a r  c o n s i d e r a t i o n s ,  a s  w e l l  a s  n o n l i n e a r  

t h e o r y  e x t e n d e d  t o  s y s t e m s  o f  tw o d e g r e e s  o f  f r e e d o m ,  

s h o u ld  u n c o v e r  a  c o n s i d e r a b l e  am ount o f  in f o r m a t i o n  i n  

r e g a r d s  t o  th e  e x t e n s i o n  o f  t h e  f r e q u e n c y  e n t r a in m e n t  

c o n c e p t .  A c o m p le te  p h y s i c a l  i n t e r p r e t a t i o n  s h o u ld  i n c l u d e  

t h e  p r e d i c t i o n  o f  t h e  e x i s t e n c e  o f  a l l  e n e r g y  s t a t e s ,  a s  

w e l l  a s  t h e  e n tr a in m e n t  phenomenon i t s e l f .  Of c o u r s e ,  

t h e  a t t a i n m e n t  o f  t h e s e  p r e d i c t i o n s  a s su m e s  ( a . )  p r e v i o u s  

k n o w le d g e  o f  t h e  s p e c i f i c  t y p e s  o f  c o u p l i n g  i n v o l v e d  and  

( b . )  an  a p p l i c a b l e  a n a l y t i c a l  t h e o r y .

I n  o r d e r  t o  o b t a i n  a c l a r i f i c a t i o n  o f  t h e  c o n c e p t  

o f  f r e q u e n c y  e n tr a in m e n t  a s  a p p l i e d  t o  n o n l i n e a r  s y s t e m s  

o f  tw o d e g r e e s  o f  fr e e d o m , i t  i s  p r o p o s e d  t o  ( l . )  i n v e s t i ­
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g a t e  and a s c e r t a i n  e x p e r i m e n t a l l y  th e  c o u p l i n g  e x i s t i n g  

b e t w e e n  tw o n o n l i n e a r  s e l f - e x c i t e d  s y s t e m s ,  d e m o n s t r a t in g  

t h e  s y n c h r o n i z a t i o n  s p r e a d  phenom enon, ( 2 . )  t o  c o n s i d e r  

t h e  p o s s i b l e  a t t a i n m e n t  o f  a  t h e o r e t i c a l  q u a n t i t a t i v e  

i n t e r p r e t a t i o n  o f  t h e  s y n c h r o n i z a t i o n  s p r e a d  e f f e c t  and  

a s s o c i a t e d  phenom enon, and (3 * )  compare t h e s e  p o s s i b l e  

t h e o r e t i c a l  r e s u l t s  w i t h  a c t u a l  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  

a t t a i n e d  fr o m  two s e l f - o s c i l l a t i n g  n o n l i n e a r  s y s t e m s  w i t h  

t h e  n e c e s s a r y  c o u p l i n g .  I n  t h e  d i s e r t a t i o n  t o  f o l l o w ,  

t h e  r e s u l t s ' o f  t h e s e  i n v e s t i g a t i o n s  and c o n s i d e r a t i o n s  

a r e  p r e s e n t e d .
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2 .  THE UTILIZATION OF ELECTRO-1 SEC HAITI CAL ANALOGS

AND ADDITIONAL UNITS

2 . 1  A d a p t a t i o n  o f  t h e  A n a lo g  t o  th e  v an  d e r  P o l  S y ste m

P o r  t h e  p u r p o s e  o f  o b t a i n i n g  f r e q u e n c y  e n t r a in m e n t

e x p e r i m e n t a l l y  i n  a  n o n l i n e a r  s y s t e m  o f  one d e p r e e  o f

f r e e d o m ,  i t  w as  d e c i d e d  t o  a d a p t  an e l e c t r o - m e c h a n i c a l
o

a n a l o g  o f  t h e  t y p e  d e v e lo p e d  b y  Ludeke and M o r r is o n  t o  

a f o r c e d  v a n  d e r  P o l  s e l f - e x c i t e d  n o n l i n e a r  s y s t e m ,  and  

i f  s u c c e s s f u l ,  t h e n  c o u p l e  a  s e c o n d  i d e n t i c a l  a n a l o g  t o  

i t ,  so  t h a t  t h e  two d e g r e e  o f  freed om ' c a s e  ca n  b e  i n ­

v e s t i g a t e d .  T h ere  a r e  a  number o f  a d v a n t a g e s  i n  f o l l o w i n g  

t h i s  p r o c e d u r e *  P i r s t  o f  a l l ,  i f  s u c c e s s f u l ,  a  m e a s u r a b le  

m e c h a n ic a l  f r e q u e n c y  e n t r a in m e n t  w i l l  be  o b t a i n e d ,  s e c o n d l y ,  

t h e  p h y s i c a l  s y s t e m  i t s e l f  i s  v i s u a l l y  p e r c e i v e d  w h ic h  on 

many t y p e s  o f  a n a l o g s  c a n n o t  b e  d on e  and t h u s ,  i s  p h y s i c a l l y  

a  d i s a d v a n t a g e ,  a,nd t h i r d l y ,  a l l  p a r a m e te r s  o f  t h e  a n a lo g e d  

s y s t e m  a r e  c o n v e n i e n t l y  c o n t r o l l a b l e *

I n  o r d e r  t o  a c h i e v e  t h e  a b o v e  p u r p o s e  a  number o f  

a d d i t i o n s  and a l t e r a t i o n s  t o  t h e  o r i g i n a l  e l e c t r o - m e c h a n i c a l  

a n a l o g  a r e  r e q u i r e d .  The d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  o f  m o t io n  

o f  t h e  d i s p l a c e m e n t  o f  t h e  s h a f t  o f  t h e  b a s i c  a n a l o g  i s

e  + <t{ e  + u j 2 e  = o ,  ( 2 . 1 )

an d  t h e  h o m o g en eo u s  v a n  d e r  P o l  e q u a t io n  o f  m o t io n  i s

■h(i>e1S  =■ o . ( 2 . 2 )
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By co m p a r in g  eq ( 2 . 1 )  and eq ( 2 . 2 ) ,  i t  can  Be s e e n  t h a t  

n e g a t i v e  dam ping  and n o n l i n e a r i t y  t o r q u e s  a r e  r e q u i r e d .

The c o n v e r s i o n  o f  eq  ( 2 . 1 )  t o  a. n e g a t i v e l y  damped 

s y s t e m  h a s  "been a c h i e v e d  b y  a f f i x i n g  a t  r i g h t  a n g l e s  t o  

t h e  m o v e a b le  c o i l  i n  t h e  m ain m a g n e t ic  f i e l d  a  s i m i l a r  

c o i l .  The c u r r e n t  in d u c e d  i n  i t  w i l l  b e  p r o p o r t i o n a l  t o  

t h e  dam ping o f  t h e  s y s t e m .  T h i s  c u r r e n t  i s  t h e n  a m p l i f i e d  

b y  a dc a m p l i f i e r  and i n j e c t e d  i n t o  a  s e c o n d  c o i l  c o n n e c t e d  

t o  t h e  m ain a n a l o g  s h a f t  and w i t h i n  a  P erm anent r a d i a l  

m a g n e t ic  f i e l d , ,  l o c a t e d  a b o v e  th e  rtrnin f i e l d  c o i l s ,  w i t h  

t h e  c o r r e c t  p p l a r i t y  t o  g i v e  a  t o r q u e  t h a t  i s  p r o p o r t i o n a l
«

t o  t h e  n e g a t i v e  o f  t h e  d a m p in g . I t  s h o u ld  b e  m e n t io n e d  

t h a t  c o u lo m b ic  dam ping  i s  t o  b e  n e g l e c t e d  i n  t h e  s y s t e m .

To o b t a i n  t h e  n o n l i n e a r i t y  t o r q u e  a d i s p l a c e m e n t  

f u n c t i o n  g e n e r r t o r  s i m i l a r  t o  t h a t  d e s c r i b e d  b y  L udeke  

a.nd E v a n s  * i s  u t i l i z e d ,  g i v i n g  a  c u r r e n t  t h a t  i s  p r o p o r t i o n ­

a l  t o  ffe)s  • A s im p le  RC d i f f e r e n t i a t o r  c i r c u i t  i s

t h e n  em ployed  t o  d i f f e r e n t i a t e  0  w i t h  r e s p e c t  t o  t im e ,
2 *g i v i n g  a c u r r e n t  t h a t  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  & G . I n  o r d e r  

t o  h a v e  t h e  r e q u i r e d  m a g n itu d e  o f  t h i s  c u r r e n t ,  two dc  

a m p l i f i e r s  a r e  u t i l i z e d ,  t h e  o u tp u tv -o f  w h ic h  d r i v e s  a n o t h e r  

c o i l  a t t a c h e d  t o  t h e  a n a l o g  s h a f t  and w i t h i n  t h e  p r e v i o u s l y  

m e n t io n e d  p erm a n en t  r a d i a l  m a g n e t .  A b l o c k  d ia g r a m  

i l l u s t r a t i n g  t h e  a n a lo g e d  v a n  d e r  P o l  s 3’-s te m  i s  g i v e n  in  

f i g .  2 . 1 .  The d i s p l a c e m e n t  a s  a  f u n c t i o n  o f  t im e  i s  a l s o
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o b t a in e d  fro m  a d i s p l a c e m e n t  f u n c t i o n  g e n e r a t o r ,  t h e  o u t ­

p u t  o f  w h ic h  i s  u s e d  t o  d r i v e  a  B r u s h  r e c o r d i n g  in s t r u m e n t  

f o r  p erm a n en t  r e c o r d s .

2 . 2  D i s p la c e m e n t  F u n c t i o n  G e n e r a t o r s

Due t o  th e  f a c t  t h a t  f o r  two d e g r e e s  o f  f r e e d o m  an  

i n c r e a s e d  number o f  f u n c t i o n  g e n e r a t o r s  i s  r e q u i r e d ,  t h e  

p r o b le m  o f  t h e i r  l o c a t i o n  b eco m es  i m p o r t a n t .  E ach  one  

r e q u i r e s  a  s h u t t e r  c o n n e c t e d  t o  t h e  a n a l o g  s h a f t ,  c a u s in g  

a crow ded c o n d i t i o n .  T h i s  d i f f i c u l t y  i s  overcom e b y  

e m p lo y in g  a  l i g h t  so u r ce ' ,  h a v in g  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  

a n a l o g  s h a f t .  A c i r c u l a r  s h u t t e r  i s  th e n  a t t a c h e d  t o  t h e  

b o tto m  o f  t h e  a n a l o g  s h a f t ,  and a  m ir r o r  a r r a n g e m e n t  c o n ­

s t r u c t e d  su c h  t h a t  th e  l i g h t  fr o m  t h e  mask a t t a c h e d  t o  t h e  

s h u t t e r  i s  r e f l e c t e d  i n t o  t h e  c o l l e c t o r  c y l i n d e r s  l o c a t e d  

v e r t i c a l l y  arou n d  t h e  b o t to m  o f  t h e  s h a f t *  F ig *  2 . 2  

i l l u s t r a t e s  t h e  a r r a n g e m e n t  o f  t h e  c o l l e c t o r  u n i t s ,  m i r r o r s ,  

s h u t t e r  and l i g h t  s o u r c e .

The m asks now i n s t e a d  o f  h a v in g  r e c t a n g u l a r  c o o r d i n a t e s  

r e q u i r e  p o l a r  c o o r d i n a t e s .  I f  t h e  s h u t t e r  h a s  an  o p e n in g

t h e n  t h e  q u a n t i t y  o f  l i g h t  w h ic h  p a s s e s  th r o u g h  t h e  o p e n in g  

i s  p r o p o r t io n a .1  t o

c u t  i n  i t ,  w h ic h  i s  bounded  b y  y . n f . M  and

o
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and i f  v, = Y t >4 $ 1 and , t h e n  g

k  a c o n s t a n t .

One more d i f f i c u l t y  m ust he  c o n s i d e r e d  and t h a t  i s  

t h e  f e e t  t h a t  0 3 i s  an  odd f u n c t i o n .  When 0  i s  n e g a t i v e  

t h e  p h o to  c e l l  w i l l  n o t  g i v e  a n e g a t i v e  c u r r e n t .  H e n c e ,  

h y  h a v in g  a  s e p a r a t e  mash f o r  p o s i t i v e  0  and a n o t h e r  f o r  

n e g a t i v e  6  t h e  p h o t o c e l l  c i r c u i t s  ca n  he a r r a n g e d  su c h  

t h a t  t h e i r  o u t p u t  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  O  .

The f i n a l  c o n s t r u c t i o n  o f  e a c h  a n a l o g  u n i t  u t i l i z e s  

f o u r  d i s p l a c e m e n t  f u n c t i o n  g e n e r a t o r s .  Two a r e  em p loyed  

t o  o b t a i n  th e  n o n l i n e a r i t y ,  one f o r  d i s p l a c e m e n t  a s  n  

f u n c t i o n  o f  t i m e ,  and t h e  f i n a l  one l a t e r  on f o r  c o u p l i n g .

2 . 3  O p e r a t io n  o f  t h e  Ana-1 og  U n i t s

A number o f  e x p e r im e n t s  h a v e  b e e n  p e r fo r m e d  t o  

d e m o n s t r a t e  th a t-  t h e  r e s p e c t i v e  u n i t s  o f  t h e  a n a l o g  a r e  

o p e r a t i n g  c o r r e c t l y  and w i t h  th e  r e o u i r e d  d e g r e e  o f  a c c u r a c y .  

F i g .  2 . 3  g i v e s  th e  t y p i c a l  r e s p o n s e  p f  a  c o l l e c t o r  c y l i n d e r .  

F i g s .  2 . 4  and 2 . 5  g i v e  t h e  e x p e c t e d  and e x p e r i m e n t a l  r e ­

s p o n s e  o f  t h e  n o n l i n e a r i t y  d i s p l a c e m e n t  f u n c t i o n  g e n e r a t o r .  

F i g .  2 . 6  d e m o n s t r a t e s  t h e  c u b ic  a c c u r a c y  w i t h  a p l o t  o f  

F i g .  2 . 7  i s  a r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  c u r v e  

when t h e  d i s p l a c e m e n t  i s  u f t .  F i g .  2 . 8  i s  t h e  a c t u a l

o u t p u t  o f  t h e  d i f f e r e n t i a t o r  c i r c u i t  when t h e  a n a l o g  s h a f t
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d i s p l a c e m e n t  i s  s i n u s o i d a l .  F i g .  2 . 9  i l l u s t r a t e s  t h a t  

t h e  n e g a t i v e  d am ping  u n i t  i s  f u n c t i o n i n g  c o r r e c t l y  hy t h e  

f e e t  t h a t  t h e  d i s p l a c e m e n t  h u i ld .s  up i n d e f i n i t e l y  t o  t h e  

l i m i t s  o f  t h e  a n a l o g  a s  t im e  i n c r e a s e s .  F i g .  2 . 1 0  demon­

s t r a t e s  t h a t  t h e  n a t u r a l  f r e q u e n c y  o f  t h e  b a s i c  a n a l o g  

s y s t e m  i s  a l i n e a r  f u n c t i o n  o f  t h e  c u r r e n t  i n  t h e  r e s t o r i n g  

f o r c e  c o i l .
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3 .  THE YAH HER POL SYSTEM

The d i f f e r e n t i a l  e q u a t io n  o f  t h e  s e l f - e x c i t e d  van d e r  

P o l  s y s t e m  c a n  he w r i t t e n  i n  t h e  fo rm

& 4 4 C- d- + °  ■ ( 3 . 1 )

■'/Then t h e  s y s t e m  h a s  1^8*1 c  M  f t h e  n e g a t i v e  dam ping  

p r e d o m in a t e s  and t h e  v i b r a t i o n  b u i l d s  up i n  a m p l i t u d e .

When i ( i d * i >  ir f t  t h e n  p o s i t i v e  dam ping p r e d o m in a t e s ,  

l i m i t i n g  t h e  a m p l i t u d e  o f  t h e  v i b r a t i o n .  For a s t e a d y  

s t a t e  c o n d i t i o n  t h e  a m p l i t u d e  o f  v i b r a t i o n  w i l l  b e  a 

s p e c i f i c  am ou nt, d e p e n d in g  upon cC and  ^  , f o r  t h e  s t e a d y

s t a t e  s o l u t i o n  o f  eq  ( 3 . 1 )  i s

0 - 2 .  ( t o t  +*/•) ( 3 . 2 )

i n  t h e  f i r s t  a p p r o x im a t io n .  T h is  i s  th e  u s u a l  l i m i t  

c y c l e  phenom enon. H a v in g  a d a p te d  t h e  lu d e k e - T lo r r i s o n  

e l e c t r o - m e c h a n i c a l  a n a l o g  t o  t h e  v a n  d e r  P o l  s y s t e m  a b o v e ,  

l i m i t  c y c l e  r e c o r d s  w e r e  o b t r i n e d .  F i g s .  3 . 1  and 3 . 2  demon­

s t r a t e  t h e  a c h ie v e m e n t  o f  t h i s  l i m i t  c y c l e  a m p l i t u d e  b y  

t h e  a n a l o g  f o r  t h e  t r a n s i t i o n  b o t h  f o r  an  i n c r e a s e  and  

d e c r e a s e  i n  a m p l i t u d e  t o  t h e  l i m i t  c y c l e  a m p l i t u d e  

r e s p e c t i v e l y .

A q u a n t i t a t i v e  e x p e r im e n ta . l  v e r i f i c a t i o n  o f  th e  

o n a lo g e d  van  d e r  P o l  s y s t e m  i s  o b t a in e d  b y  c o n s i d e r i n g  0  

f i x e d ,  v a r y i n g  st i n  a  known manner,’' and d e t e r m in in g  

maximum 0  , f o r  e a c h  o f  t h e s e  v a l u e s  o f  °C 9 b o t h  by

c a l c u l a t i o n  and e x p e r i m e n t a l  m ea su r e m e n t.  F or  two s p e c i f i c

Reproduced with permission of the copyright owner. Further reproduction prohibited without permission.



21 -

C H A R T  N O .  B L  9 0 8

t f / f .  3 .2 . ' b r u s h E l e c t r o n i c s  c o m p

Reproduced with permission of the copyright owner. Further reproduction prohibited without permission.



-  22 -

v a l u e s  o f  Oi t  t h e  r e l a t i o n

t / i ~ -  ( W ‘
A \

h o l d s ,  w h e r e  $,  and 0t a r e  p e a k  v a l u e s  o f  t h e  a m p l i t u d e s

o f  v i b r a t i o n ,  i . e . ,  t h e  a m p l i t u d e s  o f  t h e  l i m i t  c y c l e s .

oi, and C(x ca n  he  d e t e r m i n e d  e x p e r i m e n t a l l y  b y  e m p l o y i n g
fo.

t h e  l o g a r i t h m i c  d e c r e m e n t  m ethod  i n  t h e  r e v e r s e  d i r e c t i o n .  

A c c u r a t e  v a l u e s  o f  d. a r e  o b t a i n e d  b y  p l o t t i n g  t h e  l o g a r i t h m i c  

d e c r e m e n t s  a g a i n s t  t i m e .

Two q u a n t i t a t i v e  e x p e r i m e n t a l  v e r i f i c a t i o n s  o f  t h e  

a n a l  oped va n  d e r  P o l  s y s t e m  a r e  now p r e s e n t e d .  Pigs* 3 . 3  

t o  3 . 1 0  and f i g .  3 . 1 9  r e p r e s e n t  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  t h e  

a n a l o g  f o r  t h e  f i r s t  e x p e r i m e n t .  P i g s .  3 . 1 1  t o  3 . 1 8  

and f i g .  3 . 2 0  r e p r e s e n t  d a t a  f o r  t h e  s e c o n d  e x p e r i m e n t .

T a b l e  3 . 1  i s  a  c o l l e c t i o n  o f  t h e  l o g a r i t h m i c  d e c r e m e n t  

d a t a  f o r  t h e  f i r s t  e x p e r i m e n t ,  t a b l e  3 . 2  f o r  t h e  s ec o n d  

e x p e r i m e n t  and t a b l e  3 . 3  co m p a res  t h e  e x p e r i m e n t a l  v a l u e s  

o f  &’/&% and t h o s e  c a l c u l a t e d  b y  eq ( 3 . 3 ) .  The r a t i o s  &>/&%, 

e x p e r i m e n t a l l y  a r e  d e t e r m i n e d  from  t h e  l i m i t  c y c l e ®  i n  

f i g s .  3 . 3 ,  3 . 1 1 ,  3 . 1 2 .  P i g s .  3 . 4  and 3 . 1 3  d e m o n s t r a t e  

t h e  d i f f e r e n t i a t o r  o u t p u t s  f o r  e a c h  e x p e r i m e n t .  P i g s .

3 . 3  t o  3 . 1 0  and f i g s .  3 . 1 4  t o  3 . 1 3 ,  f i g .  2 . 9  a r e  em ployed  

t o  d e t e r m i n e  t h e  v a r i o u s  v a l u e s  o f  ft .  P i a s .  3 . 1 9  and  

3 . 2 0  d e m o n s t r a t e  t h e  p l o t s  o f  t h e  l o g a r i t h m i c  d e c r e m e n t  

p c p  i  p  «
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Ta"ble 3 . 1

Oft X I n  X s , oft X In  X s ,
'm

(A) . 0 2 - 3 . 9 1 2 (A) . 0 3 - 3 . 5 0 7
. 0 4 - 3 .2 . 1 9 . 0 8 - 2 . 5 2 6
. 0 9 —2 . 4 0 8 . 1 7 - 1 . 7 7 2
. 2 5 - 1 . 3 8 6 . 9 0 -  . 1 0 5

(B)
1 . 2 9 . 2 5 5 1 . 6 4 1 (B) . 0 3 - 3 . 5 0 7

. 0 2 - 3 . 9 1 2 . 1 4 - 1 . 9 6 6 1 . 9 8 6

. 0 3 - 3 . 5 0 7 1 . 0 2 . 0 2 0

. 0 8 - 2 . 5 7 6 (c ) . 0 2  . - 3 . 9 1 2

. 2 3 - 1 . 4 6 9 . 1 1 - 2 . 2 0 7 1 . 9 1 9
1 . 3 4 . 2 9 3 . 7 5 — . 288

. 0 2 - 3 . 9 1 2

. 0 4 - 3 . 2 1 9

. 0 9 - 2 . 4 0 8 1 . 5 4 4

. 1 9 - 1 . 6 6 1 i

. 8 9 -  . 1 1 7
( 1 . 5 9 ) ( 1 . 9 5 )
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T a l i l e  3 .  2

< x In  X <T, V I n  X

(A) . 0 6
. 1 1
. 2 3

- 2 . 8 1 3
- 8 . 2 0 7
- 1 . 4 7 0

(A) . 0 4
. 1 0
. 3 9

- 3 . 2 1 9  
- 2 . 3 0 3  
-  . 9 4 2

. 5 0 -  . 6 9 3 2 . 0 2 . 7 0 3 1 . 6 4 5

(B)
1 . 5 1 . 2 7 0 (B) . 0 3 - 3 . 5 0 7

. 0 4

. 1 0
- 3 . 2 1 9
- 2 . 3 0 3

. 1 0
1 . 1 4

- 2 . 3 0 3
. 1 3 1

. 1 9 - 1 . 6 6 1 . 7 1 9 ( c ) . 0 3 - 3 . 5 0 7

. 3 9 -  . 9 4 2 . 1 5 - 1 . 8 9 7

. 9 0 -  . 1 0 5 . 9 9 -  . 0 1 0
2 . 0 2 . 7 0 3

( c ) . 1 0
. 2 3
. 5 3

1 . 3 9

- 2 . 3 0 3  
- 1 . 4 7 0  
-  . 6 3 5  

.-329
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C a l c u l a t i o n s  f ro m  Tat>le 3 . 1 :

1 4 . 1 3  r a d i a n s / s e c o n d £j, r 1 4 . 4 0  r a d i a a s / s e c o n d

= 7 . 1 4  

£ * . 8 4 5

<at« -  8 . 4 4  
\ u

C °^ V  • 9 1 6

= . 9 0 6

C a l c u l a  t i o n B  f r o m  Talole 3 . 2 s
•

fd,* 1 6 . 0 5  r a d i a n s / s e c o n d *=18.00 y a d i a n s / s e c o n d

of, s 3 . 6 8 d x ~9 . 2 0

% = . 4 0 0 (^ • /* )v = • 6 3 °  

& / < £  ^ . 6 9 0

4 .5 /£  mean d e v i a t i o n
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4 .  THE FORCED VA1T DER POL SYSTEM

F o r  a  f o r c e d  va n  d e r  P o l  sy s tem *  one w h i c h  p o s s e s s e s  

f r e q u e n c y  e n t r a i n m e n t  i n  t h e  r e g i o n  o f  r e s o n a n c e ,  we h a v e  

t h e  f o l l o w i n g  n o n l i n e a r  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n

tOi $  S F iHz~t . ( 4 , l )

The r i g h t  hand s i d e  o f  eq ( 4 . 1 )  i s  o b t a i n e d  on t h e  a n a l o g  

b y  u s e  o f  a  t im e  f u n c t i o n  g e n e r a t o r ,  t h e  o u t p u t  o f  w h i c h  

i s  p l a c e d  i n  a  c o i l  i n  t h e  r a d i a l  p erm a n e n t  m a g n e t .  F i g s .

4 . 1  and 4 . 2  d e m o n s t r a t e  t h e  e n t r a i n m e n t  o f  t h e  van d e r  P o l  

s y s t e m  b y  t h e  f o r c i n g  f u n c t i o n .  The l o w e r  c u r v e  r e p r e s e n t s  

t h e  f o r c i n g  f u n c t i o n  r e s p o n s e  a s  i t  d r i v e s  a  r e l a y  i n  t h e  

B r u s h  e q u i p m e n t ,  and t h e  u p p e r  c u r v e  t h e  van  d e r  P o l  

s y s t e m ’ s  r e s p o n s e .  The f r e q u e n c y  o f  t h e  f o r c i n g  f u n c t i o n  

COj. i s  v a r i e d  f r o m  b e l o w  CU, t o  a  p o i n t  a b o v e  to, . 

N o t i c e  t h a t  t h e  e x p e c t e d  v a r i a t i o n s  i n  a m p l i t u d e  a r e  

o b t a i n e d  on e i t h e r  s i d e  o f  t h e  r a n g e  o f  e n t r a i n m e n t  Aft/* • 

W i t h i n  t h e  r a n g e  o f  e n t r a i n m e n t  k>t h a s  b e e n  v a r i e d .

I n  o r d e r  t o  d e t e r m i n e  t h e  a m p l i t u d e  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  

w i t h i n  t h e  r a n g e  o f  e n t r a i n m e n t  and t h e  d e p e n d e n c y  o f  

t h e  w i d t h  o f  t h e  r a n g e  o f  e n t r a i n m e n t  upon  t h e  m a g n i tu d e  

o f  t h e  f o r c i n g  f u n c t i o n ,  a  s e t  o f  r e c o r d s  w as  o b t a i n e d  

f r o m  t h e  a n a l o g  w i t h  h) ,, 0( and @ f i x e d  f o r  v a r i o u s  v a l u e s  

o f  F ,  v a r y i n g  t h r o u g h  t h e  r a n g e  o f  e n t r a i n m e n t  fro m

b e l o w  and th ^ n  f r o m  a b o v e  to, i n  ea c h  i n s t a n c e .  The

r e s p o n s e  c u r v e s  f o r  t h e s e  v a r i o u s  v a l u e s  o f  F a r e  p r e s e n t e d
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i n  f i g s .  4 . 3  t o  4 . 1 0 .  P i g .  4 . 1 1  p r e s e n t s  an  o v e r a l l  v i e w  

o f  t h e  a m p l i t u d e  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  o f  t h e  f o r c e d  v a n  d e r  

P o l  s y s t e m  w i t h i n  t h e  r e g i o n  o f  e n t r a i n m e n t  a s  a  f u n c t i o n  

o f  t h e  a m p l i t u d e  o f  t h e  f o r c i n g  f u n c t i o n .  *

The a m p l i t u d e  o f  t h e  f o r c i n g  f u n c t i o n  w as  d e t e r m i n e d  

e x p e r i m e n t a l l y  "by e m p l o y i n g  t h e  s t a t i c  c a s e  o f  eq ( 4 . 1 ) ,  

w h i c h  g i v e s  t h e  r e l a t i o n

UJ*G * F.  ( 4 . 2 )

P i s  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  c u r r e n t  i n  t h e  c o i l  w i t h i n  t h e  

p erm a n en t  m a g n e t .  V a r y i n g  t h i s  c u r r e n t ,  Uf. and O' w ere  

m e a su r e d  and  P e v a l u a t e d  "by eq ( 4 . 2 ) .  P i g .  4 . ,12  i s  a  p l o t  

o f  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  f o r c i n g  f u n c t i o n  a s  a  f u n c t i o n  o f  

t h e  f o r c i n g  c u r r e n t  i n  m i l l i a n r p e r e s .

The n e g a t i v e  damping c o e f i c i e n t ,  ^  , w a s  d e t e r m i n e d  

e x p e r i m e n t a l l y  "by t h e  r e v e r s e  . l o g a r i t h m i c  d e c r e m e n t  

method  a s  d e m o n s t r a t e d  i n  s e c t i o n  3 ,  h o t h  "before and a f t e r  

t h e  r e s p o n s e  c u r v e  d a t a  w as  t a k e n  fro m  t h e  a n a l o g .  T a b le

4 . 1  p r e s e n t s  t h i s  i n f o r m a t i o n  and f i g s .  4 . 1 3  and 4 . 1 4  

g i v e  t h e  l o g a r i t h m i c  d e c r e m e n t  c u r v e s .

A ssu m in g  a  s o l u t i o n  o f  eq ( 4 . 1 )  o f  t h e  fo rm

e*. A  (■t J U u W x t + JbiOt) h>% u f t t , ( 4 B 3)
//.

and i m p o s i n g  t h e  p e r i o d i c i t y  c o n d i t i o n s  , t h e  r e s p o n s e  

r e l a t i o n s h i p  n
p i y . c . - r K ] » a  (4 4 )

i s  o b t a i n e d ,  w h er e  A* j (*= ^ =
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Ta'ble 4 . 1

P r e - e x p e r i m e n t a l  v a l u e

X I n  X 6cb X I n  X X c X I n  X

0 . 1 7 - 1 . 7 7 2 . 1 4 - 1 . 9 6 6 . 1 3 - 2 . 0 4 0
3 . 2 2 - 1 . 5 1 4 . 2 0 - 1 . 6 0 9 . 2 0 - 1 . 6 0 9
6 . 2 8 - 1 . 2 7 3 . 2 6 - 1 . 3 4 7 . 2 4 - 1 . 4 2 7
9 . 3 3 - 1 . 1 0 9 . 3 1 - 1 . 1 7 1 . 3 0 - 1 . 2 0 4

12 . 4 6 -  . 7 7 7 . 4 2 -  . 8 6 8 . 4 2 -  . 8 6 8
15 . 6 7 -  . 4 0 0 . 6 0 -  . 5 1 1 . 6 1 -  . 4 9 4
18 . 9 8 -  . 0 2 0 . 9 0 -  . 1 0 5 . 9 2 -  . 0 8 3
21 1 . 3 9 . 3 2 9 1 . 3 1 . 2 7 0 1 . 3 3 . 2 8 5
24 1 . 8 1 . 5 9 3 1 . 7 8 . 5 7 7

0>t :: 1 9 . 6 8  r a d . / s e e * - 1 . 0 2 5  - 1 2 . 5 °  = . 2 1 8  rad

P o s t - e x p e r i m e n t a l v a l u e

0 . 1 8 - 1 . 7 1 5 . 1 7 - 1 . 7 7 2 . 1 8 - 1 . 7 1 5
3 . 2 2 - 1 . 5 1 4 . 2 1 - 1 . 5 6 1 . 2 2 - 1 . 5 1 4
6 . 2 6 - 1 . 3 4 7 . 2 3 - 1 . 4 7 0 . 2 9 - 1 . 2 3 8
9 . 3 3 - 1 . 1 0 9 . 3 0 - 1 . 2 0 4 . 3 1 - 1 . 1 7 1

12 . 4 6 -  . 7 7 7 . 3 8 — .  9 68 . 3 7 -  . 9 9 4
15 . 6 2 -  . 4 7 8 . 5 0 -  . 6 9 3 . 4 5 -  . 7 9 9
18 . 8 3 -  . 1 8 6 . 6 8 -  . 3 8 6 . 6 2 -  . 4 7 8
21 1 . 1 9 . 1 7 4 . 9 4 -  . 0 6 2 . 8 7 -  . 1 3 9
24 1 . 5 3 . 4 2 5 1 . 3 0 . 2 6 2 1 . 2 0 , 1 8 2
27 1 . 8 0 . 5 8 8 1 . 6 7 . 513 1 . 5 3

.. . .

. 4 2 5
..... .

'b&ue “ . 1 0 1 OC -  . 6 3 0
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T h e s e  r e l a t i o n s h i p s  a r e  r e s t r i c t e d  "by t h e  f a c t  t h a t  

and V i-*0i. he  s m a l l .  I t  i s  v e i l  known from  t h e  t h e o r y  

t h a t  eq  ( 4 . 4 )  f o r  sta.'ble c o n d i t i o n s , i . e .  c o n s t a n t  v i b r a t i o n  

a m p l i t u d e  i s  o n ly  v a l i d  f o r  th e  r a n g e  o f  f r e o u e n c y  e n t r a i n ­

m e n t ,  t h e  r e s p o n s e  r e l a t i o n  b e i n g  d e p e n d e n t  upon o s c i l l a t i o n s  

h a v i n g  s l o w l y  v a r y i n g  a m p l i t u d e s  o u t s i d e  o f  t h i s  r a n g e .

E q . ( 4 , 4 )  h a s  a s  t h e  d i v i d i n g  p o i n t  b e tw e e n  s t a b l e  

a,nd u n s t a b l e  m o t io n  t h e  l i n e  I t  i s  assu m ed  t h a t  t h e

r a n g e  o f  e n t r a in m e n t  b e g i n s  and en d s  a t  t h e s e  p o i n t s .  

S u b s t i t u t i n g  (1*^2. i n t o  eq  ( 4 , 4 )  and  c o n s i d e r i n g  t h e  v a l u e s  

f o r  A and a jFrom a b o v e 9 t h e n

= i  i  ( Zf% 2 & £  " * V * )  . ( 4 . 5 )

iOt. now i s  t h e  f r e q u e n c y  o f  t h e  f o r c i n g  f u n c t i o n  a t  w h ic h  

t h e  s y s t e m  b eco m es  e n t r a i n e d ,  and i s  t h e  n a t u r a l

f r e q u e n c y  o f  t h e  n o n l i n e a r  s y s t e m ;  t h u s ,  u > ,-w x i s  one h a l f  

t h e  r a n g e  o r  z o n e  o f  e n t r a in m e n t .

A ssu m in g  t h e  a p p r o x im a t io n  u n d e r  t h e  r s - d i c a l

i n  eq  ( 4 . 5 ) ,  th e n

E i g .  4 . 1 5  p r e s e n t s  a  p l o t  o f  eq  ( 4 . 6 )  f o r  v a r i o u s  v a l u e s
v

o f  E , e m p lo y in g  v a l u e s  ofofc<»w«and <L0 d e t e r m in e d  

e x p e r i m e n t a l l y  rnd h e l d  f i x e d  th r o u g h o u t  t h e  e x p e r im e n t .  

E x p e r im e n t a l  v a l u e s  o f  t h e  r a n g e  o f  e n t r a in m e n t  o b t a in e d  

fro m  t h e  r e s p o n s e  r e c o r d s  o f  th e  p r e v i o u s  e x p e r im e n t  a r e  

p l o t t e d  a l s o  in  f i g .  4 . 1 5 ,  f o r  v a r i o u s  v a l u e s  o f  t h e  m agn i­

t u d e  o f  t h e  f o r c i n g  f u n c t i o n .
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5® A 1T01TXI1TEAR SYSTEM OF T T0  DEGREES OF FREEDOM

5 . 1  I n t r o d u c t i o n

l i v i n g  s u c c e s s f u l l y  o b t a in e d  m e c h a n ic a l  f r e q u e n c y  

e n t r a in m e n t  f o r  a  f o r c e d  s e l f - e x c i t e d  n o n l i n e a r  v an  &er 

F o l  s y s t e m  o f  one d e g r e e  o f  freed om * we now t u r n  our  

a t t e n t i o n  t o  t h e  p r o b le m  o f  f r e q u e n c y  e n t r a in m e n t  i n  a  

n o n l i n e a r  s y s t e m  o f  two d e g r e e s  o f  f r e e d o m .  F o r  t h i s  

p u r p o s e  we c o n s i d e r  t h e  d o u b le  t o r s i o n  p en d u lu m  i l l u s ­

t r a t e d  i n  f i g .  5 . 1 ,  and assu m e t h a t  tw o n o n l i n e a r  f o r c e s  

a c t  upon  t h e  s y s t e m  one on e a c h  p l a t e  su c h  t h a t  we have  

a  c o u p le d  d o u b le  s e l f - e x c i t e d  v an  d e r  P o l  s y s t e m .  The

d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  o f  m o t io n  a r e
e -  <*,6 f u fro +if,  (*-<0 +• 0.©*^ = ©

o ’( 5 . 1 )

A s e c o n d  e l e c t r o - m e c h a n i c a l  a n a l o g  i s  u t i l i z e d  i n  o r d e r  

t o  r e p r e s e n t  t h e  e q u a t i o n  i n  eq  ( 5 . 1 ) .  The d i f f e r e n c e  

a m p l i f i e r  and d i s p l a c e m e n t  f u n c t i o n  g e n e r a t o r s  a s  d e s c r i b e d  

b y  Ludeke and E v a n s  * h a v e  b e e n  em p lo y ed  i n  *>rder t o  o b t a in  

t h e  c o u p l i n g  n e c e s s a r y .  V a r i a t i o n s  i n  th e  m a g n it u d e s  o f  k ,  

and k 4 a r e  a c c o m p l i s h e d  b y  p o t e n t i o m e t e r s  i n  t h e  o u tp u t  

o f  t h e  d i f f e r e n ® ^  a m p l i f i e r .  C o i l s  a t t a c h e d  t o  t h e  a n a l o g  

s h a f t s  i n  p erm a n en t  r a d i a l  m a g n e ts  a r e  u se d  t o  i n t r o d u c e
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t h e  r e s p e c t i v e  c o u p l i n g  t o r q u e s  i n t o  th e  a n a lo g s #  P ig *

5 . 2  i l l u s t r a t e s  t h e  c o m p le te  a n a l o g  f o r  t h e  two d e g r e e  o f  

fr e e d o m  s y s t e m ,  and f i g .  5 . 3  i s  t h e  b l o c k  d ia g r a m  o f  th e  

a n a l o g .

5 . 2  The B ed u ced  L i n e a r  S y stem

P o r  t h e  p u r p o s e  o f  g a i n i n g  a  c e r t a i n  amount o f  p h y s i c a l

u n d e r s t a n d i n g  o f  t h e  a b o v e  n o n l i n e a r  s y s t e m ,  we c o n s i d e r

' f i r s t  e q s  ( 5 . 1 )  r e d u c e d  t o  t h e  l i n e a r  c a s e ,  w h e r e  ( i , - ,

and  and  t( t  a r e  now c o n s id e r e d  p o s i t i v e  f o r  c o n v i e n c e .

We h a v e  ,  . , .
9 -\o/>6  +w.  & + 4 ’, ( e ~ ‘P) - o
i f + +  ( v iq  ~ -h-t ( 0 -  4)  *• o  ( 5 . 2 )

w h ic h  h a v e  t h e  s o l u t i o n s
$ -  A, e ~ u , t A A u  L t r . t  *  lr.) +• 6 ^

. $  = c A g ' ^ / U u  C'Cn-e * r » )  + d & e UxJ u u ( v \ ± +  fcj
w h ere  A , BjJT,, Tfa. a r e  t h e  i n t e g r a t i o n  c o n s t a n t ,  c and d

a m p l i t u d e  r a t i o  f a c t o r s ,  and u , , u t  ,  v ,  , v z  a r e  th e

r e a l  p a r t s  o f  t h e  tw o p a i r s  o f  c o n j u g a t e  co m p le x  r o o t s  

^*-U,tjLir, > ~ o f  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  e q u a t io n

+  U)i. f  A t) * ^ i ^ t  — ^

I t  ig .  i n t e r e s t i n g  t o  n o t e  t h a t  i f  t h e  p a r a m e te r s  o f  

t h e  s y s t e m  a r e  su c h  t h a t  u z >-U| or v i c e  v e r s e ,  t h e  s y s t e m  

w i l l  a u t o m a t i c a l l y  s e e k  t h e  mode o f  o s c i l l a t i o n  w h ic h  

h a s  n o t  damped o u t  a f t e r  t h e  o t h e r  mode h a s  damped o u t .

P i g s .  5 . 3  and 5 , 4  d e m o n s t r a te  t h i s  phenom enon, t h e  r e l a t i v e
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dam ping  o f  t h e  u n c o u p le d  s y s t e m s  b e i n g  d e m o n s t r a te d  i n  

t h e  l a t t e r  f i g u r e ,  u ,  and u^ ,  o f  c o u r s e ,  d ep en d  u p on  

a l l  t h e  p a r a m e t e r s ,  b u t  f o r  t h e  a b o v e  c a s e  r  h e n c e ,

t h e  f r e q u e n c y  and d am ping  a r e  i n s t r u m e n t a l  i n  d e t e r m in in g  

t h e  m a g n itu d e  o f  d am pin g  f o r  t h e  fu n d a m e n ta l  m od es,

F or  r e f e r e n c e  i n  t h e  n e x t  s e c t i o n  v e  c o n s i d e r  now 

t h e  undamped l i n e a r  c a s e  v h e n  t h e n  eq ( 5 , 4 )

b eco m es

jr ** + (cu.*- 4 ui% 4 -ki + Je*) *  Ci»x *A i) (w* kx~~° ( 5 . 5 )

and

to* .  ((u h u it4 *.4<«.) 4 i  f o  <ol ♦ A. 4A*) -  f ft.)Lwl* k )  -A.Â jl
 5;-----------" 2 .1 1  ( 5 . 6 )

I t  w i l l  b e  i n s t r u c t i v e  t o  i n v e s t i g a t e  t h e  v a r i a t i o n  o f  

th e  m odal f r e q u e n c i e s ,  p l(t , w i t h  a  v a r i a t i o n  i n  <Oi , t h e  

n a t u r a l  f r e q u e n c y  o f  th e  f i r s t  s y s t e m ,  k e e p i n g  a l l  t h e  

o t h e r  p a r a m e te r s  f i x e d *  F o r  t h i s  p u r p o se  a ssu m e t h a t  

M t = 4?*s Co* * I , t h e n  eq  ( 5 . 6 )  b eco m es

~ i («■»»*) t  i f V - z t o . '+ s V '1- ( 5 . 7 )

A p l o t  o f  eq  ( 5 . 7 )  f o r  v a l u e s  o f  i s  g i v e n  i n  f i g ,  5 . 6  

fro m  w h ic h  we can  s e e  how p ,  and pz  ,  t h e  p r i n c i p l e  

m odes o f  o s c i l l a t i o n ,  v a r y  b y  v a r y i n g  o n ly  t h e  f r e q u e n c y  

p a r a m e te r  o f  one o f  t h e  s y s t e m s .

The v a r i a t i o n  o f  th e  m odal f r e q u e n c i e s  w i t h  r e s p e c t  

t o  t h e  p a r a m e te r s  o f  a  l i n e a r  s y s t e m  w i t h  dam ping  . in
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a n a l y t i c a l  form  i s  u n o b t a i n a b l e ,  s i n c e  e x p l i c i t  e x p r e s s i o n s  

o f  t h e  r o o t s  o f  a  q u a r t i c  e q u a t io n  i n  te r m s  o f  i t s  

c o e f f i c i e n t s  n o t  i n v o l v i n g  t h e  f o u r t h  d e g r e e  c a n n o t  h e  

d e t e r m in e d .

A l s o  f o r  f u t u r e  r e f e r e n c e  l e t  u s  c o n s i d e r  two more  

s p e c i a l  c a s e s  o f  t h e  a b o v e  l i n e a r  c a s e .  S u p p ose  t h a t  

UJs.- 1 A l t -  ‘ / z o  t h e n  eq ( 5 , 6 )  b eco m es

i> . \  * A (V -U ,? /,0 *.«/«.)»*• (5.8)

a p l o t  o f  w h ic h  i s  g i v e n  i n  f i g ,  5 , 7  f o r  v a l u e s  o f  Co, • 

C om paring w i t h  f i g ,  5 , 6  i t  i s  n o te d  t h a t  t h e r e  i s  a  s h i f t  

o f  t h e  p , c u r v e  to w a r d s  W&. ,  a s  k j  b eco m es  s m a l l ,  

R e v e r s i n g  t h i s  p r o c e s s ,  l e t  and Je, -  f/z S ~  t

t h e n  eq ( 5 , 6 )  b eco m es

K * * S-'Af) t  (5.0)

and a  p l o t  o f  t h i s  r e l a t i o n  d e m o n s t r a t e s  i n  f i g ,  5 , 8  

t h a t  p ,  and p fc s h i f t  to w a r d s  t h e  l i n e  a s  h ,  b ecom es  

sm a .l l .  T h e se  r e s u l t s  w i l l  b e  o f  u s e  i n  t h e  n e x t  s e c t i o n .

5 , 3  The n o n l i n e a r  S y stem

"With t h e  e x p e r i m e n t a l  a r r a n g e m e n t  a s  o u t l i n e d  i n  

s e c t i o n  5 , 1 ,  a  nu m b er. o f  o b s e r v a t i o n a l  e x p e r im e n t s  o f  th e  

n o n l i n e a r  a n a lo g e d  s y s t e m  w ere  p e r fo r m e d .  The r e s u l t s  

a r e  R i g s ,  5 . 9  t o  5 , 1 2 ,  and t h e y  a r e  r e p r e s e n t a t i v e  o f  

t h e  b e h a v i o r  o f  t h e  n o n l i n e a r  s y s t e m  f o r  v a r i o u s  v a l u e s  

o f  th e  p a r a m e t e r s .  Of c o u r s e ,  t h e s e  i n i t i a l  i n v e s t i g a t i o n s
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a l o n g  w i t h  t h e  l i n e a r  c o n s i d e r a t i o n s  s u g g e s t e d  a  number 

o f  q u a n t i t a t i v e  e x p e r im e n t s  w h ic h ,  h a v in g  b e e n  p e r fo r m e d ,  

a r e  em p loyed  t o  s u b s t a n t i a t e  t h e  f o l l o w i n g  i n t e r p r e t a t i o n s  

o f  t h e  i n i t i a l  i n v e s t i g a t i o n s .  A £ te r  t h i s  d i s c u s s i o n  t h e  

q u a n t i t a t i v e  e x p e r im e n t s  w i l l  b e  c o n s i d e r e d .

In  J?ig. 5 . 9  t h e  n a t u r a l  f r e q u e n c y  o f  t h e  n o n l i n e a r  

s y s t e m  on a n a l o g  o n e ;  iu, , i s  v a r i e d  t h r o u g h  t h e  f r e q u e n c y  

to i  b e g i n n i n g  a t to iX d a . ,  The one s u b s c r i p t s  a r e

a s s o c i a t e d  v / i t h  a n a i o g  one and  t h e  tw o s  w i t h  a n a lo g  tw o .

The s e q u e n c e  o f  c h a r t s  i s  a  ^ co n tin u o u s  r e c o r d  o f  th e  b e ­

h a v i o r  o f  t h e  s y s t e m  a s  t h e  f r e q u e n c y  CO, i s  a l t e r e d  a t  

t h e  i n d i c a t e d  p o i n t s  on t h e  c h a r t s .  A t a l l  o t h e r  p o i n t s  

to , i s  f i x e d .  I n  c h a r t  2 t h e  s y s t e m  h a s  b e e n  g i v e n  an  

a r b i t r a r y  i n i t i a l  d i s p l a c e m e n t  a t  t h e  p o i n t  i n d i c a t e d .

ITote t h a t  t h e  s y s t e m  h a s  s e t t l e d  i n t o  i t s  p r e v i o u s  m o t io n  

a s  i n d i c a t e d  i n  c h a r t  3 .  I n  c h a r t  4 w as  d e c r e a s e d  a  

s l i g h t  am ount, r e s u l t i n g  i n  a  ch an ge  i n  t h e  v a r i a t i o n s  

o f  t h e  a m p l i t u d e s  o f  t h e  l i m i t  c y c l e s  a s  i n d i c a t e d  i n  

c h a r t  5 .  I n  c h a r t  6 Co, w as  a g a i n  d e c r e a s e d  a  s l i g h t  

am o u n t, r e s u l t i n g  i n  t h e  s y s t e m  b e c o m in g  s y n c h r o n iz e d  i n  

p h a s e .  T h i s  i s  t h e  same t h i n g  a s  s a y i n g  t h a t  t h e  s y s t e m  i s  

v i b r a t i n g  i n  one o f  i t s  m odes o f  o s c i l l a t i o n .  The l i m i t  

c y c l e  a m p l i t u d e s  a r e  now c o n s t a n t .  I n  c h a r t  7 an a r b i t r a r y  

d i s p l a c e m e n t  i s  g i v e n  t o  t h e  s y s t e m  a f t e r  w h ic h  th e  s y s t e m  

s e t t l e d  i n t o  i t s  p r e v i o u s  m o t io n .  C h a rt  8 i n d i c a t e s  a
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ch a n g e  i n  t h e  maximum a m p l i t u d e s  o f  t h e  l i m i t  c y c l e s  

vrith  a ch a n g e  i n  4/, . A t t h i s  new v a l u e  o f  Co, t h e  s y s t e m  

i s  a g a i n  g i v e n  a n  a r b i t r a r y  d i s p l a c e m e n t  i n  c h a r t  9 ;  a f t e r  

w h ic h  t h e  s y s t e m  a g a i n  s e t t l e d  i n t o  i t s  p r e v i o u s  b e h a v i o r .

I n  c h a r t  10 t h e  s y s t e m s  h a v e  b e e n  u n c o u p le d  e l e c t r i c a l l y  

a t  t h e  p o i n t  i n d i c a t e d ,  and r e c o u p l e d  i n  c h a r t  11 a t  t h e  

i n d i c a t e d  t i m e .  C h e r t  12  show s t h e  r e a p p e a r a n c e  o f  t h e  

v a r y i n g  a m p l i t u d e s  a s  i s  f u r t h e r  d e c r e a s e d .  C h art  13  

d e m o n s tr a te s ,  t h e  r e s u l t i n g  b e h a v i o r  f o r  an  a r b i t r a r y  

d i s p l a c e m e n t  a t  t h i s  v a l u e  o f  CO, ,

3?ig. 5 . 1 0  i s  a  r e p e a t  o f  t h e  p r e v i o u s  e x p e r im e n t ,  

to, <Wx. i n i t i a l l y ,  Co, h a v in g  b e e n  v a r i e d  a t  t h e  p o i n t s  

i n d i c a t e d  and t h e  syst'rm  h a v i n g  b e e n  c o u p le d  and u n c o u p le d  

e l e c t r i c a l l y  a t  t h e  p o i n t s  a l s o  i n d i c a t e d .  A t  a l l  t im e s  

w h e r e  t h e  s y s t e m  wa.s c o u p le d  and had c o n s t a n t  a m p l i t u d e s ,  

t h e  tw o s y s t e m s  w e r e  i n  p h a s e  i n  t h i s  e x p e r im e n t  and a l s o  

i n  t h e  p r e v i o u s  e x p e r im e n t .

C o n s id e r in g  now f i g .  5 . 1 1 ,  i n  t h i s  c a s e  and to ,< ce/x

i n i t i a l l y ,  CO, w a s  v a r i e d  a t  t h e  i n d i c a t e d  p o i n t s .  I n  c h a r t  

3 f o r  co, su c h  t h a t  t h e  l i m i t  c y c l e  a m p l i t u d e s  a r e  c o n s t a n t ,  

a  p h a s e  d i f f e r e n c e  e x i s t s  b e tw e e n  t h e  two s y s t e m s .  In  

c h a r t  4 a f t e r  an a r b i t r a r y  d i s p l a c e m e n t  t h e  p h a s e  d i f f e r e n c e  

i s  a g a i n  n o t e d .  I n  c h a r t  6 Mt h a s  r e a c h e d  a  p o i n t  w h ere  

t h e  tw o s y s t e m s  a r e  now o u t  o f  p h ase ..  T h i s  ou t  o f  p h a s e  

m o t io n  w as a g a i n  a c h i e v e d  a f t e r  an a r b i t r a r y  d i s p l a c e m e n t
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i n  c h a r t  7 ,  C h a rt  8  d e m o n s t r a t e s  t h e  r e a p p e a r a n c e  o f  

t h e  v a r y i n g  a m p l i t u d e s  f o r  an  i n c r e a s e d  k), , Cu»

P i g .  5 , IS  i s  a  r e p e a t  o f  t h e  l a t t e r  e x p e r im e n t  w i t h  

U)t >CUi. i n i t i a l l y ,  and f i n a l l y .

I t  i s  im p o r t a n t  t o  n o t e  fro m  t h e s e  o b s e r v a t i o n s  t h a t  

( l )  t h e  s h i f t  i n  p h a s e  f o r  i s  p r e d i c t e d  b y  t h e  l i n e a r

t h e o r y ,  ( s e e  f i g .  5 . 8 ) .  As U)i i s  v a r i e d  t h e  s y s t e m  s l i p s  

fro m  one mode t o  t h e  o t h e r ;  (2 )  F or  a  r a n g e  o f  '- t̂ ,  

jL ■ t t r r e g a r d l e s s  o f  t h e  r e l a t i v e  co u p lin g^  m a g n it u d e s  and i n i t i a l

t r a n s i t i o n s ,  t h e  s y s t e m  a u t o m a t i c a  1 l y  s e e k s  one o r  t h e  o t h e r  

m ode3 o f  o s c i l l a t i o n , and h a s  maximum v i b r a t i n g  a m p l i t u d e s  

o f  c o n s t a n t  m a g n itu d e  f o r  s p e c i f i c  f r e q u e n c i e s  o f  Uf, 

w i t h i n  t h i s  r a n g e . T h i s  phenom enon i s  n o t  p r e d i c t a b l e  from  

t h e  l i n e a r  t h e o r y .

E x p e r im e n ts  i d e n t i c a l  t o  t h e  o n e s  a b o v e  h o w e v e r ,  t h i s  

t im e  q u a n t i t a t i v e  i n  n a t u r e ,  w ere  p e r fo r m e d  f o r  t h e  c a s e s  

(1 )  -k t  and (2 )  Jk, • The r e s u l t s  a r e  shown i n  t h e

f o l l o w i n g  f i g u r e s :  f o r  f i g s *  5*13  and 5 . 1 4  and f o r

f i g s .  5 . 1 5  t o  5 . 1 9 .  The f r e q u e n c i e s  i n v o l v e d  w e r e  

m ea su red  d i r e c t l y  fr o m  t h e  B r u sh  r e c o r d i n g s .  The s i m i l a r i t y
v

t o  t h e  same t y p e  o f  c u r v e s  f o r  t h e  l i n e a r  c a s e s  i s  

a p p a r e n t  and i n  f i g s .  5 . 1 3  and 5 .1 7  t h e  l i n e a r  c a s e  h a s  

b e e n  p l o t t e d  a l o n g  w i t h  t h e  e x p e r i m e n t a l  n o n l i n e a r  c a s e .

' A l l  f r e q u e n c i e s  a r e  p l o t t e d  a s  a  f u n c t i o n  o f  , t h e

n a t u r a l  f r e q u e n c y  o f  t h e  s y s t e m  on a n a l o g  o n e .  F or  

c o n v e n ie n c e  to, a l s o  h a s  b e e n  p l o t t e d .
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C o n s id e r in g  f i r s t  f i g .  5 , 1 3  i t  i s  n o t e d  t h a t  v e r y  

l i t t l e  d i f f e r e n c e  e x i s t s  "between t h e  l i n e a r  and n o n l i n e a r  

c a s e ,  t h e  p h a s e  s h i f t  e v e n  o c c u r r i n g  a t  a p p r o x i m a t e l y  t h e  

p r e d i c t e d  p o i n t .  The s e c o n d  mode w as n o t  o b t a in e d  i n  

t h i s  p a r t i c u l a r  c a s e  d u e  t o  t h e  f a c t  t h a t  t h e  a m p l i t u d e s  

o f  v i b r a t i o n  e x c e e d e d  t h e  l i m i t s  o f  t h e  a n a l o g .  I t  i s  

f u r t h e r  n o te d  t h a t  a  c o n s t a n t  a m p l i t u d e  o f  t h e  l i m i t  c y c l e  

i s  o n l y  o b t a in e d  f o r  a  p o r t i o n  o f  t h e  p r e d i c t e d  l i n e a r  

r a n g e  f o r  t h e  f i r s t  mode i n  t h e  v i c i n i t y  o f  Wj .

I n  f i g .  5 . 1 7  a  s h i f t  i n  t h e  m odal c u r v e s  i s  i n d i c a t e d  

f o r  t h e  n o n l i n e a r  c a s e  -when com pared t o  t h e  l i n e a r  c a s e .

I n  t h i s  i n s t a n c e  two m odes o f  o s c i l l a t i o n  w e r e  o b t a i n a b l e  

and t h e r e  i s  no p r e d o m in a n c e  o f  on e  mode o v e r  t h e  o t h e r  

f o r  an  a r b i t r a r y  e x c i t a t i o n  o f  t h e  s y s t e m .  I t  w as  n o t e d  

t h a t  t h e  r e l a t i v e  p h a s e  upon c o u p l i n g  u s u a l l y  d e t e r m in e d  

i n  w h ic h  mode t h e  s y s t e m  becam e e x c i t e d .

I t  i s  a g a i n  im p o r t a n t  t o  e m p h a s iz e  t h a t  i n  a l l  t h e s e  

e x p e r im e n t s  t h e r e  i 3  a  r a n g e  o f  f o r  w h ic h  t h e  n o n l i n e a r

s y s t e m  a u t o m a t i c a l l y  b e c o m e s  s e l f - e x c i t e d  w i t h  c o n s t a n t  

a m p l i t u d e  r e g a r d l e s s  o f  t h e  i n i t i a l  t r a n s i t i o n s  a n d • 

r e g a r d l e s s  i n  w h ic h  mode t h e  s y s t e m  i s  o s c i l l a t i n g .
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The e sq ? er lin en ta l  o b s e r v a t i o n s  and t h e o r e t i c a l

c o n s i d e r a t i o n s  t h a t  h a v e  "been p r e s e n t e d  i n  t h e  p r e v i o u s

s e c t i o n  now make  i t  p o s s i b l e  t o  a s s e r t  a  number o f  c o n c l u s i o n s

i n  r e g a r d s  t o  t h e  p r o b le m  o f  f r e q u e n c y  e n t r a in m e n t  a p p l i e d

t o  n o n l i n e a r  s y s t e m s  o f  tw o d e g r e e s  o f  f r e e d o m . H o w ev er ,

s i n c e  t h e  one d e g r e e  o f  f r e e d o m  e n t r a in m e n t  phenom ena

h a s  b e e n  c o n s i d e r e d  i n  t h e  p r o c e s s  o f  i n v e s t i g a t i n g  t h e

l a t t e r ,  i t  w i l l  be  a d v a n t a g e o u s  t o  d i s c u s s  t h i s  c a s e  f i r s t .

By t h e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  and t h e o r e t i c a l  c o n -  
/

s i d e r a t i o n s  t h a t  h a v e  b e e n  p r e s e n t e d  i n  s e c t i o n  4 ,  i t  h a s  

b e e n  shown t h a t  t h e  m a g n itu d e  o f  t h e  r a n g e  o f  f r e q u e n c y  

w i t h i n  w h ic h  t h e  f o r c i n g  f u n c t i o n  d r i v e s  and c o n t r o l s  t h e  

b e h a v i o r  o f  t h e  n o n l i n e a r  s y s t e m ,  w h ic h  i t  i s  d r i v i n g ,  

i s  d e p e n d e n t  u p on  t h e  a m p l i t u d e  o f  t h e  f o r c i n g  f u n c t i o n ,  

an d  a l s o  i s  a  f u n c t i o n  o f  t h e  n o n l i n e a r i t y  and dam ping  

i n  t h e  s y s t e m  a s  d e s c r i b e d  b y  t h e  a p p r o x im a te  r e l a t i o n  

e a .  ( 4 . 6 ) .  T h e o r e t i c a l l y ,  t h e r e  i s  t h e  r e s t r i c t i o n  t h a t  

f o r  t h i s  f u n c t i o n ,  and t h e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  h a v e  

b e e n  l i m i t e d  t o  t h i s  r e s t r i c t i o n .V'

I t  h a s  b e e n  shown a l s o  t h a t  a s p e c i e . l i z e d  fo r m  o f  

m e c h a n ic a l  f r e q u e n c y  e n t r a in m e n t  i s  o b t a i n a b l e  e ix p e r i -  

m e n t a l l y ,  and i n  a  fo r m  w h ic h  can b e  i n v e s t i g a t e d  q u a n t i ­

t a t i v e l y .  I t  seem s p l a u s i b l e  t h a t ,  i f  th e  p r o p e r  p r o c e d u r e s  

a r e  f o l l o w e d  p a r a m e t r i c a l l y ,  jump and h y s t e r e s i s  phenom ena
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a s  d i s c u s s e d  "by S t o k e r ,  C a r t w r ig h t ,  and L i t t l e w o o d  

c o u ld  be o b t a in e d  and i n v e s t i g a t e d *  I t  w ou ld  a l s o  b e  

a d v a n t a g e o u s  t o  e x p e r i m e n t a l l y  i n v e s t i g a t e  t h e  e f f e c t s  

o f  i n c r e a s e d  m a g n it u d e s  o f  n o n l i n e a r i t y .  Subharm onic  

r e s p o n s e  i s  a l s o  a  l i k e l i h o o d .  A f u r t h e r  f i e l d  o f  p o s s i b l e  

i n v e s t i g a t i o n  l i e s  i n  l a r g e  n o n l i n e a r i t y  f o r  t h e  hom ogeneous  

v a n  d e r  P o l  s y s t e m ,  w h ic h ,  o f  c o u r s e ,  l e a d s  t o  r e l a x a t i o n  

o s c i l l a t i o n s .

The f a c t  t h a t  t h e  b e h a v io r  o f  a  m e c h a n i c a l l y  - s e l f ­

e x c i t e d  n o n l i n e a r  s y s t e m  o f  two d e g r e e s  o f  f r e e d o m  f o r  

m a g n it u d e s  o f  n o n l i n e a r i t y  t h a t  a r e  s m e l l  i s  v e r y  s i m i l a r  

t o  t h a t  o f  a  l i n e a r  undamped s y s t e m  o f  tw o d e g r e e s  o f  

f r e e d o m  w i t h  t h e  same p a r a m e t r i c  r e s t r i c t i o n s ,  l e a d s  t o  

t h e  c o n c l u s i o n  t h a t  t h e  p r e s e n t  c o n c e p t  o f  f r e q u e n c y  

e n t r a i n m e n t ,  w h ic h  p h y s i c a . l l y  r e o u i r e s  a  f o r c i n g  f u n c t i o n ,  

i s , n o t  c o m p l e t e l y  a p p l i c a b l e  t o  s y s t e m s  o f  two d e g r e e s  o f  

f r e e d o m . To h a v e  a  c o m p le te  p h y s i c a l  u n d e r s t a n d i n g  o f  

t h e  b e h a v i o r  o f  su c h  a. n o n l i n e a r  s y s t e m ,  and t o  i n c l u d e  

a l l  e n e r g y  s t a t e s ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  c o n s i d e r  t h e  s y s te m  

a s  a  w h o le  and n o t  a s  c e r t a i n  p a r t s  e f f e c t i n g  o t h e r  p a r t s  

o f  t h e  s y s t e m ,  a s  h a s  b e e n  done i n  t h e  p a s t .  I t  h a s  b e e n  

shown t h a t  two m odes o f  o s c i l l a t i o n  e x i s t  f o r  t h e  non­

l i n e a r  s y s t e m  and t h a t  t h e r e  i s  a  r e g i o n  o f  4/» i n  t h e  

v i c i n i t y  o f  f o r  w h ic h  t h e  n o n l i n e a r  s y s t e m  w i l l

a u t o m a t i c a l l y  s e e k  one or t h e  o t h e r  m odes o f  o s c i l l a t i o n ,  

and w i t h i n  w h ic h  t h e  a m p l i t u d e s  o f  t h e  l i m i t  c y c l e s  r e m a in s  

c o n s t a n t  a t  s p e c i f i c  v a l u e s  o f  . T h ere  a r e  no v a r y i n g
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a m p l i t u d e s  a t  any  v a l u e  o f  t h e  f r e q u e n c y  Wt w i t h i n  t h e  

a b o v e  f r e q u e n c y  r a n g e .  T h i s  l a . t t e r  phenomenon i s  s i m i l a r  

t o  t h e  e n t r a in m e n t  o f  a  one d e g r e e  o f  fr e e d o m  s y s t e m ,  

and an  a t t e m p t  t o  e x p l a i n  i t  b y  t h e  s u p p r e s s i o n  c o n c e p t  

i s  a  n a t u r a l  p r o c e d u r e  ajad i s  s a t i s f a c t o r y  u n d er  c e r t a i n  

c o n d i t i o n s ,  h o w e v e r ,  f o r  i d e n t i c a l  p a r a m e te r s  i n  e a c h  

h a l f  o f  t h e  n o n l i n e a r  s y s t e m  t h a t  h a s  b een  c o n s i d e r e d ,  

one w ou ld  e x p e c t  fro m  t h e  d e f i n i t i o n  o f  f r e q u e n c y  e n t r a i n ­

m ent t o  h a v e  no m o t io n  when t h e  s y s t e m  i s  s y n c h r o n iz e d  

d u e t o  t h e  f a c t  t h a t  e a c h 1 h a l f  w o u ld  s u p p r e s s  t h e  o t h e r  

h a l f .  T h i s  h a s  n o t  b e e n  o b t a in e d  e x p e r i m e n t a l l y .

B e c a u s e  t h e  f o r c i n g  f u n c t i o n  c o n c e p t  b r e a k s  down f o r  t h e
i

a b o v e  c a s e ,  and b e c a u s e  t h e  s y n c h r o n i z a t i o n  e f f e c t  o c c u r s  

i n  two m o d es , i t  i s  c l e a r  t h a t  a  more g e n e r a l  d e f i n i t i o n  

and u n d e r s t a n d in g  o f  f r e q u e n c y  e n t r a in m e n t  i s  r e q u i r e d  i n  

o r d e r  t o  p r e s e n t  a  t r u e  p h y s i c a l  u n d e r s t a n d in g  o f  t h e  s e l f  

s y n c h r o n i z a t i o n  phenomenon e n c o u n t e r e d  in  n o n l i n e a r  s y s t e m s  

o f  two d e g r e e s  o f  f r e e d o m .  T h is  r e q u i r e s  a  s u c c e s s f u l  

a n a l y t i c a l  n o n l i n e a r  t h e o r y  w h ic h  p r o p o s e s  a  p r o b le m  o f  

c o n s i d e r a b l e  m a g n itu d e .  Many d i f f i c u l t i e s  a r e  e n c o u n t e r e d  

i n  a t t e m p t i n g  t o  e x t e n d  t h e  p r e s e n t  n o n l i n e a r  t h e o r i e s  o f  

one d e g r e e  o f  fr e e d o m  t o  n o n l i n e a r  s y s t e m s  o f  two d e g r e e s  

o f  f r e e d o m .

The p r e s e n t  c o n c e p t  o f  f r e q u e n c y  e n tr a in m e n t  m ig h t  

b e  c o n s id e r e d  s a t i s f a c t o r y  f o r  t h e  s p e c i a l  c a s e  o f  one
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c o u p l i n g  c o n s t a n t  b e i n g  s m a l l e r  th a n  t h e  o t h e r .  H ow ever,  

e v e n  th e n  t h e  p h a s e  s h i f t  t h a t  o c c u r s  i s  n o t  p r e d i c t a b l e .

I t  i s  o f  i n t e r e s t  t o  n o t e  t h a t  t h e  s j m c h r o n i z a t i o n  

o f  t h e  v a r i o u s  s y s t e m s  o f  two d e g r e e s  o f  f r e e d o m ,  H u y g e n s ’ 

c l o c k s ,  e t c * , ca n  b e  p r i m a r i l y  i n t e r p r e t e d  b y  t h e  l i n e a r  

t h e o r y ,  i . e .  f o r  s y s t e m s  a lm o s t  i d e n t i c a l  p a r a m e t r i c a l l y  

and w i t h  s m a l l  n o n l i n e a r i t i e s ,  one w o u ld  e x p e c t  a  m odal  

f r e q u e n c y  t o  e x i s t  b e tw e e n  t h e  n a t u r a l  f r e q u e n c i e s  o f  t h e  

u n c o u p le d  s y s t e m s .  H ow ever , t h e  a u t o m a t ic  e x i s t e n c e  o f  

t h e  c o u p le d  s y s t e m s  i n  a p a r t i c u l a r  mode d e m o n s t r a t e s  

t h e  s y n c h r o n i s a t i o n  phenom enon t h a t  h a s  b e e n  o b t a in e d  

e x p e r i m e n t a l l y  a b o v e .  I t  i s  o f  f u r t h e r  i n t e r e s t  t o  n o t e  

t h a t  a  t y p e  o f  s e l f - s y n c h r o n i z a t i o n  o c c u r s  i n  t h e  two  

d e g r e e  o f  f r e e d o m  l i n e a r  damped c a s e  when t h e  m odal dam ping  

te r m s  a r e  s t r o n g l y  u n e q u a l  a s  h a s  b e e n  d e m o n s tr a te d  

among t h e  a b o v e  e x p e r i m e n t s .

I t  h a s  b e e n  shown t h a t  o n ly  l i n e a r  c o u p l i n g  i s

n e c e s s a r y  b e t w e e n  t h e  tw o s e l f  o s c i l l a t i n g  s y s t e m s  f o r

t h e  s e l f - s y n c h r o n i z a t i o n  phenomenon t o  o c c u r .
> '=

The f a c t  t h a t  a  m e c h a n ic a l  s e l f - s y n c h r o n i z a t i o n

phenomenon i n  a  n o n l i n e a r  s y s t e m  o f  two d e g r e e s  o f  fr e e d o m  

h a s  b e e n  o b t a in e d  i n  a  q u a n t i t a t i v e  e x p e r i m e n t a l  fo rm  

p r o v i d e s  t h e  o p p o r t u n i t y  f o r  f u r t h e r  i n v e s t i g a t i o n  and  

m akes p l a u s i b l e  t h e  s u c c e s s  o f  t h e  a t t a i n m e n t  o f  a  c o m p le te  

p h y s i c a l  u n d e r s t a n d i n g  o f  t h i s  s e l f - s y n c h r o n i z a t i o n  phenom enon.
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