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U n i v e r s i t y  o f  C i n c i n n a t i  
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G e n t le m e n :

I  r e s p e c t f u l l y  s u b m i t  th e  f o l l o w i n g  d i s s e r t a t i o n  
e n t i t l e d  wT h e o r e t i c a l  A s p e c t s  o f  S t a g e w is e  O p e r a t i o n s  
i n  C h e m ica l  E n g i n e e r i n g ” i n  p a r t i a l  f u l f i l l m e n t  o f  
t h e  r e q u i r e m e n t s  f o r  t h e  d e g r e e  o f  D o c t o r  o f  P h i l o s o p h y .

T h is  i n v e s t i g a t i o n  was o r i g i n a l l y  u n d e r t a k e n  s o l e l y  
f o r  t h e  s t u d y  o f  t h e  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s  a r i s i n g  i n  
b i n a r y  and m u l t i c o m p o n e n t  d i s t i l l a t i o n .  L a t e r  t h e  t o p i c  
was  e n l a r g e d  a n d  g e n e r a l i z e d  t o  i n c l u d e  t h e  o t h e r  s t a g e -  
w i s e  p r o c e s s e s  o f  g a s  a b s o r p t i o n  and e x t r a c t i o n .  I t  i s  
t h e  p r i m a r y  p u r p o s e  o f  t h i s  work t o  p r e s e n t  t h e  p r i n c i p l e s  
u n d e r l y i n g  t h e  g r a p h i c a l  and  a n a l y t i c a l  s o l u t i o n s  o f  t h e  
e q u a t i o n s  w h ic h  a r i s e  i n  t h e  s t a g e w i s e  p r o c e s s e s  o f  
c h e m i c a l  e n g i n e e r i n g .

Any c l a i m  t h a t  t h i s  r e s e a r c h  c o n t r i b u t e s  t o  t h e  
a d v a n c e m e n t  o f  know ledge  i n  t h e  f i e l d  o f  e n g i n e e r i n g  
l i e s  i n  t h e  m ethod  o f  a t t a c k  r a t h e r  t h a n  i n  a n y  p a r t i c u l a r  
r e s u l t s .  The s p e c i f i c  f o r m u l a s  t h a t  have  b e e n  d e r i v e d  
a r e  s im p l y  t h e  r e s u l t s  o f  a  c o n s i d e r a b l e  am ount  o f  d r u d g e r y .  
Anyone who m a s t e r s  t h e  f u n d a m e n t a l  c o n c e p t s  p r e s e n t e d  h e r e i n  
c a n  m u l t i p l y  t h e  c o n t e n t s  o f  t h e  p a g e s  w i t h i n  t h i s  b i n d e r  
many f o l d .  I t  i s  s i n c e r e l y  h o p e d  t h a t  t h i s  s c r a t c h  which  
h a s  b e e n  made on t h e  s u r f a c e  o f  s t a g e w i s e  p r o c e s s e s  w i l l  
be  s t e a d i l y  e n l a r g e d  by  f u t u r e  i n v e s t i g a t o r s  i n  t h e  y e a r s  
t o  come.

R e s p e c t f u l l y  s u b m i t t e d ,

F ran k  M. T i l l e r
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ABSTRACT

T h i s  d i s s e r t a t i o n  i s  d i v i d e d  i n t o  f o u r  p a r t s  c o n s i s t i n g  

o f  ( 1 )  a n  i n t r o d u c t i o n  t o  s t a g e w i s e  p r o c e s s e s ;  ( 2 )  a summary 

o f  i n v e s t i g a t i o n s  a p p e a r i n g  i n  t h e  l i t e r a t u r e ;  ( 3 )  t h e  d e ­

t a i l e d  a p p l i c a t i o n  o f  f i n i t e  c a l c u l u s  t o  t h e  s t a g e w i s e  

o p e r a t i o n s  o f  e x t r a c t i o n ,  g a s  a b s o r p t i o n  and  f r a c t i o n a t i o n ;  

an d  ( 4 )  a n  a p p e n d i x  c o n t a i n i n g  t h e  e l e m e n t s  o f  t h e  f i n i t e  c a l ­

c u l u s  a n d  -a few n u m e r i c a l  s o l u t i o n s  o f  p ro b le m s  p r e s e n t e d  

i n  p a r t  ( 3 ) .

I n  t h e  i n t r o d u c t i o n  e m p h a s i s  i s  p l a c e d  upon t h e  im­

p o r t a n c e  and  f u n d a m e n t a l  n a t u r e  o f  s t a g e w i s e  p r o c e s s e s .

The n a t u r a l  r e l a t i o n s h i p  e x i s t i n g  b e tw e e n  t h e  f i n i t e  c a l c u l u s  

an d  s t a g e w i s e  o p e r a t i o n s  i s  i n d i c a t e d ,  and a d i s c u s s i o n  i s  

p r e s e n t e d  c o n c e r n i n g  t h e  c o n t r a s t  w i t h  d i f f e r e n t i a l  p r o c e s s e s  

a s  t r e a t e d  w i t h  i n f i n i t e s i m a l  c a l c u l u s .  I n  p a r t  I I ,  t h e  

l i t e r a t u r e  p e r t a i n i n g  t o  s t a g e w i s e  o p e r a t i o n s  i s  t a k e n  up 

b r i e f l y .  P a r t i c u l a r  e m p h a s i s  i s  p l a c e d  on t h e  t y p e s  o f  

e q u a t i o n s  w h ic h  have  a r i s e n  i n  s t e p w i s e  o p e r a t i o n s  an d  t h e i r  

g r a p h i c a l  o r  a n a l y t i c a l  s o l u t i o n s .  I n  g e n e r a l ,  i t  w i l l  be  

s e e n  t h a t  few i n v e s t i g a t o r s  r e c o g n i z e d  t h e  c o n n e c t i o n  b e ­

tw een  t h e  e q u a t i o n s  r e s u l t i n g  f rom  m a t e r i a l  b a l a n c e s  i n  

s t a g e w i s e  e q u ip m e n t  and d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s .  The u n io n  

b e tw e e n  t h e  m a t e r i a l  b a l a n c e s  o f  s t a g e w i s e  o p e r a t i o n s  and  t h e  

m a t h e m a t i c a l  m e th o d s  o f  t r e a t i n g  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s  f o rm s  

t h e  c h i e f  s u b j e c t  o f  t h i s  r e s e a r c h .
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I n  p a r t  I I I  a d e t a i l e d  a p p l i c a t i o n  o f  f i n i t e  c a l c u l u s  

t o  c h e m i c a l  e n g i n e e r i n g  s t a g e w i s e  o p e r a t i o n s  i s  g i v e n .  The 

c h i e f  o b j e c t i v e  o f  t h i s  t h i r d  s e c t i o n  i s  t o  i l l u s t r a t e  t h e  

pow er  o f  t h e  m e th o d s  o f  t h e  d i f f e r e n c e  c a l c u l u s  f o r  s o l v i n g  

t h e  s t a g e w i s e  e q u a t i o n s .  B o t h  g r a p h i c a l  and  a n a l y t i c a l  

m e th o d s  a r e  p r e s e n t e d .

The a p p e n d i x  c o n t a i n s  t h e  f u n d a m e n t a l  e l e m e n t s  o f  

d i f f e r e n c e s ,  sums and f i n i t e  i n t e g r a l s ,  and t h e  g r a p h i c a l  

and a n a l y t i c a l  s o l u t i o n s  o f  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s .  F o r  t h e  

r e a d e r  who i s  n o t  f a m i l i a r  w i t h  t h e  d i f f e r e n c e  c a l c u l u s ,  i t  

i s  recommended t h a t  t h e  s e c t i o n  be  s t u d i e d  p r i o r  t o  r e a d i n g  

C h a p t e r  I I I .  I n  a d d i t i o n  p a r t  V o f  t h e  a p p e n d i x  c o n t a i n s  

e x a m p l e s  o f  b o t h  g r a p h i c a l  and a n a l y t i c a l  s o l u t i o n s  o f  

p r o b l e m s  a r i s i n g  i n  e x t r a c t i o n ,  w a s h i n g ,  g a s  a b s o r p t i o n ,  

and  d i s t i l l a t i o n .
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GENERAL REMARKS CONCERNING STAGEWISE PROCESSES

C h a p t e r  I

Among t h e  n a t u r a l  and m a t h e m a t i c a l  p r o c e s s e s  i n v o l v i n g  

i n t e r r e l a t e d  v a r i a b l e s ,  t h o s e  i n  w hich  t h e  i n d e p e n d e n t  

v a r i a b l e  e x i s t s  s o l e l y  f o r  i n t e g r a l  v a l u e s  a r e  t e rm e d  s t a g e -  

v ; i s e .  These  s t a g e w i s e  p r o c e s s e s  a r e  c h a r a c t e r i z e d  i n  t h a t  

t h e i r  g r a p h i c a l  r e p r e s e n t a t i o n  c o n s i s t s  s im p ly  o f  a  s e r i e s  

o f  p o i n t s  w i t h  a b s c i s s a s  e q u a l l y  sp aced  a l o n g  t h e  a x i s  o f  

t h e  i n d e p e n d e n t  v a r i a b l e .  A l t h o u g h  t h e  i n d e p e n d e n t  v a r i a b l e  

i s  r e s t r i c t e d  t o  i n t e g r a l  v a l u e s ,  th e  v a l u e s  o f  t h e  d e p e n d e n t  

v a r i a b l e s  a r e  d e t e r m i n e d  o n l y  b y  p h y s i c a l  l i m i t a t i o n s .

I n  t h e  more common s t a g e w i s e  p r o c e s s e s ,  t h e r e  i s  u s u a l l y  b u t  

one d i s c r e t e  i n d e p e n d e n t  v a r i a b l e .  I n  g e n e r a l ,  a s t a g e w i s e  

o r  s t e p w i s e  p r o c e s s  may be c o n s i d e r e d  a s  one i n  w h ic h  t h e  

v a r i a b l e s  a r e  i n c a p a b l e  o f  m u t u a l l y  c o n t i n u o u s  v a r i a t i o n .

These  p r o c e s s e s  a r e  i n  c o n t r a s t  t o  t h e  d i f f e r e n t i a l  p r o c e s s e s  

i n  w h ich  t h e  v a r i a b l e s  a r e  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n s  o f  one a n o t h e r .

D i s t a n c e  and t im e  a r e  t r u l y  c o n t i n u o u s  v a r i a b l e s  o f  

n a t u r e .  I n  m ov ing  body  p r o b l e m s ,  t h e  r e l a t e d  l e n g t h  and  

t im e  may t a k e  on i n f i n i t e s i m a l  i n c r e m e n t s ,  and t h e  p r o c e s s e s  

a r e  c l a s s e d  a s  d i f f e r e n t i a l .  The f l o w  o f  m ass  o r  e n e r g y  

on a m a c r o s c o p i c  s c a l e  i s  t r e a t e d  a s  a  d i f f e r e n t i a l  p r o c e s s ,  

a l t h o u g h ,  when t h e  f u n d a m e n t a l l y  d i s c o n t i n u o u s  n a t u r e  o f  

m ass  a n d  e n e r g y  i s  c o n s i d e r e d ,  i t  i s  s een  t h a t  c e r t a i n  

p r o c e s s e s  w h ic h  a p p e a r  t o  be  d i f f e r e n t i a l  a r e  a c t u a l l y
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s t e p w i s e  i n  n a t u r e .  Prom t h e  p r a c t i c a l  v i e w p o i n t  a n y  s t e p ­

w i s e  p r o c e s s  may he  t r e a t e d  a s  t h o u g h  i t  were  d i f f e r e n t i a l  

i f  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  u n i t  v a r i a t i o n s  i n  t h e  d i s c r e t e  

v a r i a b l e s  a r e  l e s s  t h a n  t h e  l i m i t  o f  a c c u r a c y  o f  t h e  p h y s i c a l  

m e a s u re m e n t s  i n v o l v e d  i n  t h e  q u a n t i t a t i v e  m ea su rem en t  o f  

t h e s e  v a r i a b l e s  o r  i f  t h e  m a g n i t u d e s  a r e  v e r y  s m a l l .  I n  

g e n e r a l ,  a  s t a g e w i s e  p r o c e s s  c a n  a c c u r a t e l y  be t r e a t e d  a s  

d i f f e r e n t i a l  i n  n a t u r e  i f  t h e  v a l u e s  o f  t h e  f i r s t  d i f f e r e n c e  

and  f i r s t  d e r i v a t i v e  l i e  i n  t h e  n e i g h b o r h o o d  o f  one a n o t h e r .

Many e x p e r i m e n t s  a r e  c a r r i e d  o u t  i n  a  s t a g e w i s e  m a n n e r .  

The o b s e r v a t i o n  o f  d a t a  a t  e q u a l l y  sp a ce d  i n t e r v a l s  g i v e s  

r i s e  t o  a s e r i e s  o f  i s o l a t e d  p o i n t s ,  a l t h o u g h  i f  t h e  p r o c e s s  

i s  d i f f e r e n t i a l  b y  n a t u r e ,  a  smooth  c u r v e  i s  drawn i n t u i t i v e l y  

t h r o u g h  th e  p o i n t s .  E v en  th o u g h  s u c h  p r o c e s s e s  may be  

d i f f e r e n t i a l ,  t h e y  can  som et im es  be  h a n d l e d  m a t h e m a t i c a l l y  

more e a s i l y  b y  s t e p w i s e  m e a n s .  T h i s  i s  p a r t i c u l a r l y  t r u e  

i n  t h e  c a s e  o f  t h e  r e c t i f i c a t i o n  o f  c e r t a i n  k i n d s  o f  e x ­

p e r i m e n t a l  d a t a .

Many ex am p le s  o f  s t a g e w i s e  p r o c e s s e s  a r i s e  i n  p u re  

and  a p p l i e d  m a t h e m a t i c s .  The v a l u e  o f  t h e  sum o f  t h e  t e r m s  

o f  a  f i n i t e  s e r i e s  i s  d e t e r m i n e d  by  t h e  i n t e g r a l  number  o f  

t e r m s  i n v o l v e d .  The sum o f  an  a r i t h m e t i c  o r  g e o m e t r i c  s e r i e s  

v a r i e s  i n  s t e p s  a s  t h e  number  o f  t e r m s  i s  c h a n g e d .  I n  games 

o f  c h a n c e  v a r i o u s  p r o b l e m s  o f  s t e p w i s e  n a t u r e  a r e  e n c o u n t e r e d .  

•Where a s e r i e s  o f  games a r e  p l a y e d  t h e  f o r t u n e s  o f  t h e  p l a y e r s
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v a r y  i n  a d i s c o n t i n u o u s  and  s t e p w i s e  m an n e r  f ro m  game t o  

game.  The p r o b a b i l i t y  t h a t  a p l a y e r  w i l l  w in  o r  l o s e  a 

c e r t a i n  amount o f  money f a l l s  i n t o  a  d o u b l y  s t e p w i s e  p r o c e s s ,  

i n  t h a t  t h e  p r o b a b i l i t y  i s  a  f u n c t i o n  o f  b o t h  t h e  p l a y e r ' s  

f o r t u n e  and t h e  number o f  games t o  be p l a y e d .  These  l a t t e r  

two v a r i a b l e s  a r e  b o t h  c h a r a c t e r i s t i c a l l y  s t e p w i s e  q u a n t i t i e s .  

The i n s t a l l m e n t  payment  o f  l o a n s  and  compound i n t e r e s t  

p r o b l e m s  f a l l  i n t o  t h e  c a t e g o r y  o f  s t a g e w i s e  p r o c e s s e s .

I n  c h e m i c a l  e n g i n e e r i n g ,  two e s s e n t i a l l y  d i f f e r e n t  

t y p e s  o f  o p e r a t i o n s  a r i s e  a s  c o n s i d e r e d  f ro m  th e  s t a n d p o i n t  

o f  t h e  r e l a t i o n s h i p  o f  t h e  v a r i a b l e s .  I n  t h e  f i r s t  ty p e  

t h e  v a r i a b l e s  change c o n t i n u o u s l y  and d i f f e r e n t i a l l y ,  and 

m a t e r i a l  b a l a n c e s  l e a d  t o  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .  The 

second  t y p e  i s  c h a r a c t e r i z e d  b y  a  l a c k  o f  c o r l t i n u i t y  i n  t h e  

v a r i a b l e s .  The i n d e p e n d e n t  v a r i a b l e  i s  d i s c r e t e ,  and  con ­

s e q u e n t l y  t h e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e  i s  d e f i n e d  o n l y  a t  i s o l a t e d  

p o i n t s .  T h i s  l a t t e r  ty p e  i s  s t e p w i s e  b y  n a t u r e ,  and  m a t e r i a l  

b a l a n c e s  l e a d  to  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s .

Many e x a m p le s  o f  d i f f e r e n t i a l  p r o c e s s e s  a r e  found  

among t h e  u n i t  o p e r a t i o n s .  I n  t h e  f l o w  o f  f l u i d s ,  t h e  

t r a n s f e r  o f  h e a t ,  and th e  a b s o r p t i o n  o f  g a s e s ,  l i q u i d - l i q u i d  

e x t r a c t i o n ,  o r  f r a c t i o n a t i o n  i n  p a c k e d  t o w e r s ,  i n f i n i t e s i m a l  

c h a n g e s  o f  t h e  m u t u a l l y  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  a r e  p o s s i b l e ,  

an d  t h e  p r o c e s s e s  a r e  c l a s s e d  a s  d i f f e r e n t i a l .  I n  such  

o p e r a t i o n s ,  t h e  l a w s  o f  c o n t i n u i t y  d i c t a t e  t h e  m a t h e m a t i c a l
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p r o c e s s e s  to  be  u s e d .

I n  c o n t r a s t  t o  t h e s e  o p e r a t i o n s . ,  w h ic h  a r e  c h a r a c t e r i z e d  

b y  d i f f e r e n t i a l ”" c h a n g e s  i n  t h e  v a r i a b l e s ,  a r e  t h e  s t a g e w i s e  

p r o c e s s e s  o f  c h e m i c a l  e n g i n e e r i n g .  The p r o c e s s e s  t e rm e d

ghrigft y-ieg 8.T& t h o s e  i n  which  two o r  more c h a s e s  a r e  c o n t a c t e d

i n  some p o r t i o n  o f  t h e  p r o c e s s ,  and  a f t e r  an  i n t e r p h a s e  

t r a n s f e r  o f  m a t e r i a l  and  e n e r g y  h a s  r e s u l t e d ,  a r e  t h e n  s e p ­

a r a t e d  f o r  f u r t h e r  c o n t a c t i n g s .  I n  t h e s e  o p e r a t i o n s  th e  

c o n t a c t i n g  o f  p h a s e s  i s  a c c o m p l i s h e d  i n  s u c c e s s i v e  s t a g e s  o f  

t h e  p r o c e s s .  The s t a g e s  fo rm  a n  a r i t h m e t i c  s e q u e n c e ,  and  t h e  

d i s c r e t e  number  a s s o c i a t e d  w i t h  a n y  s t a g e  becom es  t h e  i n ­

d e p e n d e n t  v a r i a b l e .  O nly  whole s t a g e s  e x i s t  p h y s i c a l l y ,  

and  c o n s e a u e n t l y  t h e  i n d e p e n d e n t  v a r i a b l e  i s  d e f i n e d  s o l e l y  

f o r  i n t e g r a l  v a l u e s .  I n  g e n e r a l  t h e  c o n c e n t r a t i o n s  i n  t h e  

p h a s e s  o f  t h e  v a r i o u s  co m ponen ts  a r e  t h e  m o s t  i m p o r t a n t  

d e p e n d e n t  v a r i a b l e s .  F o r  a g i v e n  s e t  o f  e x t e r n a l  c o n d i t i o n s  

and  a  g i v e n  mode o f  o p e r a t i o n ,  t h e  c o n c e n t r a t i o n  v a r i a b l e s  

a r e  u n i q u e l y  d e t e r m i n e d  by t h e  s t a g e  n um ber .  E x c e p t  f o r

v .

“The t e r m  " d i f f e r e n t i a l ” i s  a p p l i e d  r a t h e r  t h a n  i t s  
c o n f u s i n g  a n a l o g  " c o n t i n u o u s " ,  b e c a u s e  many p r o c e s s e s ,  
s t a g e w i s e  o r  d i f f e r e n t i a l ,  a r e  o p e r a t e d  c o n t i n u o u s l y .  Thus 
a  s t a g e w i s e  p r o c e s s  m a y b e  c o n t i n u o u s  w i t h  r e s p e c t  t o  t i m e .
I n  t h i s  d i s s e r t a t i o n  t h e  t e r m  c o n t i n u o u s  w i l l  u s u a l l y  be 
em ployed  t o  i n d i c a t e  t h a t  t h e  p r o c e s s  i s  o p e r a t e d  c o n t i n u o u s l y ,  
w h i l e  t h e  t e r m  d i f f e r e n t i a l  w i l l  be r e s e r v e d  f o r  i n d i c a t i n g  
t h e  r e l a t i o n s h i p s  t h a t  e x i s t  b e tw e e n  t h e  f u n d a m e n t a l  p r o c e s s  
v a r i a b l e s .
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c e r t a i n  l i m i t i n g  c o n d i t i o n s ,  t h e  t h e o r e t i c a l  v a l u e s  o f  t h e  

d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  change  i n  f i n i t e  jum ps  f rom  one s t a g e  t o  

t h e  n e x t .  S t a g e w is e  p r o c e s s e s  a r e  n o t  r u l e d  h y  t h e  l aw s  

o f  c o n t i n u i t y ,  and  t h e  b r a n c h e s  o f  m a t h e m a t i c s  b a s e d  on 

c o n t i n u o u s  v a r i a b l e s  a r e  o f  l i t t l e  u se  i n  t h e  s o l u t i o n s  o f  

t h e  f u n d a m e n t a l  e q u a t i o n s  t h a t  a r i s e .

I n  s t a g e w i s e  p r o c e s s e s ,  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s  u s u a l l y

a r i s e  t h r o u g h  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  l aw s  o f  c o n s e r v a t i o n  o f

m ass  and  e n e r g y ;  and v a r i o u s  schemes have  b e e n  p r o p o s e d  f o r
23s o l v i n g  t h e s e  e q u a t i o n s .  Dodge and  Huffman s u g g e s t e d  f o r  

b i n a r y  f r a c t i o n a t i o n  w i t h  c o n s t a n t  r e l a t i v e  v o l a t i l i t y  t h a t ,  

i f  t h e  c h an g e  i n  c o n c e n t r a t i o n  p e r  s t a g e  w ere  s m a l l ,  A x /A n  

c o u l d  be r e p l a c e d  by d x / d n  an d  t h e  r e s u l t i n g  d i f f e r e n t i a l  

e q u a t i o n  s o l v e d .  However ,  t h e  s u b s t i t u t i o n  o f  i n f i n i t e s i m a l s  

f o r  f i n i t e  i n c r e m e n t s  i s  a t  b e s t  an  a p p r o x i m a t i o n  and  i n  

a d d i t i o n  c a n  o n l y  be  u s e d  where  t h e  num ber  o f  s t a g e s  i s  

l a r g e .  S o l v i n g  t h e  c o r r e s p o n d i n g  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n  i s  

g e n e r a l l y  no more d i f f i c u l t  a n d  h a s  t h e  a d v a n t a g e  o f  g i v i n g  

e x a c t  s o l u t i o n s .

I n  t h e  p a s t ,  i t  h a s  f r e q u e n t l y  b e e n  th e  p r a c t i c e  i n  

c h e m i c a l  e n g i n e e r i n g  t o  u s e  a l g e b r a i c  i t e r a t i o n ^ ’ 

f o r  s o l v i n g  t h e  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s  t h a t  h ave  a r i s e n .  W hi le  

t h e  a l g e b r a i c  i t e r a t i v e  m e thod  y i e l d s  e x a c t  s o l u t i o n s  t o  t h e  

d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s ,  i t  i s  som et im es  t e d i o u s  and  f r e o u e n t l y  

r e q u i r e s  c o n s i d e r a b l e  i n g e n u i t y  and  i n t u i t i o n  on t h e  p a r t  o f
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t h e  i n v e s t i g a t o r .  I n  t h e  p a s t ,  t h e  c a l c u l u s  o f  f i n i t e  

d i f f e r e n c e s ,  t h o u g h  a  w e l l  known and o l d  b r a n c h  o f  m a t h e m a t i c s ,  

h a s  n o t  o f t e n  b e e n  u s e d  i n  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  f u n d a m e n t a l  

p r o b le m s  a r i s i n g  i n  c h e m i c a l  e n g i n e e r i n g  ev en  t h o u g h  d i f f e r e n c e  

e q u a t i o n s  hav e  b e e n  f r e e l y  s p r i n k l e d  t h r o u g h  c h e m i c a l  e n g i n e e r ­

i n g  l i t e r a t u r e .  I n  t h e  c h a p t e r s  t h a t  f o l l o w ,  t h e  a p p l i c a t i o n  

o f  f i n i t e  d i f f e r e n c e s  t o  c h e m i c a l  e n g i n e e r i n g  i s  p r e s e n t e d .

The i n v e n t i o n  o f  t h e  s t a g e w i s e  p r o c e s s e s  i s  i n t i m a t e l y  

a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  e a r l y  h i s t o r y  o f  c h e m i c a l  e n g i n e e r i n g .

The d e v e l o p m e n t ,  n e a r  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h e  1 9 t h  c e n t u r y ,  o f
- i fc o u n t e r c u r r e n t  l e a c h i n g  o f  b l a c k  a s h  i n  t h e  L e B la n c  p r o c e s s

f o r  p r o d u c t i o n  o f  sod ium  c a r b o n a t e  was among th e  f i r s t

s t e p w i s e  p r o c e s s e s  a p p l i e d  t o  a p r o m i n e n t  i n d u s t r i a l  p r o c e s s .

One o f  t h e  f i r s t  p l a t e  f r a c t i o n a t i n g  t o w e r s  was d e v e l o p e d
9

b y  P i s t o r i u s  i n  1 8 1 7 .  The a p p a r a t u s  was em ployed  f o r  

d i s t i l l i n g  an d  c o n c e n t r a t i n g  a l c o h o l  i n  a  s i n g l e  o p e r a t i o n .  

C o n d e n s a t i o n  was e f f e c t e d  b y  c o o l i n g  w a t e r .  The m o d ern  

c o n t i n u o u s  column was d e v e l o p e d  b y  S a v a l l e  i n  P r a n c e .  His

i d e a s  were d raw n  p a r t i a l l y  f ro m  t h e  s t i l l s  o f  C o f f e y  and
9 6 3C h am p o n n o is .  I n  1885 Lunge and  Rohrman p a t e n t e d  a  d e v i c e

f o r  s c r u b b i n g  g a s e s  w h ic h  c o n s i s t e d  o f  a  t o w e r  w i t h  a  s e r i e s
64o f  i n t e r n a l  p l a t e s .  At a  l a t e r  d a t e  Lunge d e s c r i b e d  th e  

s c r u b b e r  i n  d e t a i l  and  t e r m e d  i t  a ’’p l a t e  t o w e r . ” The a p ­

p a r a t u s  was p r o b a b l y  i n s p i r e d  by  t h e  r e c t i f y i n g  a p p a r a t u s  o f  

t h a t  d a y  and was s i m i l a r  t o  t h e  C o f f e y  s t i l l .  The s t a g e w i s e  

e q u ip m e n t  o f  t o d a y ,  w h i l e  r e f l e c t i n g  m odern  t e c h n i q u e s ,  i s  

f u n d a m e n t a l l y  t h e  same a s  t h a t  d e v e l o p e d  i n  t h e  l a s t  c e n t u r y .
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A Review o f  t h e  L i t e r a t u r e  

C h a p t e r  i l

P a r t  I  E x t r a c t i o n

i n  e x t r a c t i o n  p r o c e s s e s  che s e p a r a t i o n  o f  c h e m i c a l l y  

d i f f e r e n t  s u b s t a n c e s  i s  a c c o m p l i s h e d  by  s e l e c t i v e  l i c u i d  

t r e a t m e n t .  The scope o f  e x t r a c t i o n  p r o c e s s e s  i s  b r o a d  and  

i n  d i f f e r e n t  r e s p e c t s  i s  s i m i l a r  t o  g a s  a b s o r p t i o n ,  d i s t i l l a ­

t i o n ,  and  c r y s t a l l i z a t i o n .  The t e r m  e x t r a c t i o n  g e n e r a l l y  

i n c l u d e s  s o l v e n t  e x t r a c t i o n ,  w a s h i n g ,  and l e a c h i n g .  R e c e n t l y

a  co m b in ed  o p e r a t i o n  o f  e x t r a c t i o n  an d  d i s t i l l a t i o n  c a l l e d
7

’’e x t r a c t i v e  d i s t i l l a t i o n "  h a s  b e e n  d e s c r i b e d .  I n  t h i s  

p r o c e s s  a  s i m u l t a n e o u s  e x t r a c t i o n  an d  d i s t i l l a t i o n  a r e  

c a r r i e d  on by a d d i n g  a t h i r d  component  a t  t h e  t o p  o f  t h e  

c o lu m n .  The e f f e c t  o f  a d d i n g  t h i s  t h i r d  component  f o r  e x ­

t r a c t i v e  p u r p o s e s  i s  t o  c h a n g e  th e  e f f e c t i v e  v a l u e  o f  t h e  

r e l a t i v e  v o l a t i l i t y .

The p a r t i a l  s e p a r a t i o n  o f  a l i q u i d  m i x t u r e  i n t o  i t s  

component  p a r t s  by  a s e l e c t i v e  s o l v e n t  w h ich  i s  i m m i s c i b l e  

o r  p a r t i a l l y  m i s e i b l e  w i t h  a t  l e a s t  one component  o f  th e  

l i q u i d  m i x t u r e  i s  t e rm e d  s o l v e n t  e x t r a c t i o n .  '(he  u s e  o f  

s o l v e n t s  i n  t h i s  m an n e r  f o r  r e f i n i n g  p e t r o l e u m  f r a c t i o n s  h a s

h a d  a m ark ed  e f f e c t  on th e  p e t r o l e u m  i n d u s t r y  i n  r e c e n t
27y e a r s .  E d e l e a n u  was among t h e  f i r s t  t o  a d v o c a t e  t h e  use  

o f  s u l f u r  d i o x i d e  f o r  r em o v in g  c e r t a i n  e l e m e n t s  o f  p e t r o l e u m
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f r a c t i o n s  r a t h e r  t h a n  d e s t r o y  th em .  He showed t h a t  a r o m a t i c  

and  u n s a t u r a t e d  h y d r o c a r b o n s  w h ic h  were t h e  c a u s e  o f  un­

de s i r e a b l e  b e h a v i o r  i n  i l l u m i n a t i n g  o i l  c o u l d  be e l i m i n a t e d
96

w i t h  s u l f u r  d i o x i d e .  Many o t h e r  s o l v e n t s  i n c l u d i n g  p ro p a n e  
32 80

n i t r o b e n z e n e  , c h l o r e x  , and  p h e n o l  have  b e e n  u sed  i n  t h e

r e f i n i n g  o f  p e t r o l e u m .  P ropane  i s  o f  p a r t i c u l a r  v a l u e  a s

i t  i s  c h eap  and  r e a d i l y  a v a i l a b l e  i n  p e t r o l e u m  f i e l d s .  I t

h a s  t h e  a d v a n t a g e  t h a t  by u s i n g  i t  a t  d i f f e r e n t  t e m p e r a t u r e s

and  p r e s s u r e s ,  i t  i s  p o s s i b l e  t o  remove wax, n a p t h e n i c  b o d i e s

a s p h a l t i c  s u b s t a n c e s ,  h e a v y  e n d s ,  and c o l o r  b o d i e s .  O t h e r

s o l v e n t  e x t r a c t i o n  p r o c e s s e s  such  a s  t h e  u se  o f  e t h y l  a c e t a t e

f o r  e x t r a c t i n g  a c e t i c  a c i d  f rom  w a t e r  a r e  i n  common u s e .

The r em o v a l  o f  s o l u b l e  s u b s t a n c e s  f rom t h e  s u r f a c e  o f

i n s o l u b l e  m a t e r i a l s  by  s o l u t i o n  i n  a l i q u i d  i s  te rm ed  w a s h in g

I f  t h e  s o l u t e  m u s t  be  removed by  a  s low  d i f f u s i o n a l  p r o c e s s

f rom  w i t h i n  t h e  s o l i d ,  a s  i n  t h e  b e e t  s u g a r  i n d u s t r y ,  t h e

o p e r a t i o n  i s  t e rm e d  l e a c h i n g .  T h i s  l a t t e r  o p e r a t i o n  w i l l

n o t  be  d i s c u s s e d  i n  t h i s  d i s s e r t a t i o n .  The o p e r a t i o n  o f  
25w a s h in g  i n  D o r r  c o u n t e r c u r r e n t  d e c a n t a t i o n  p r o c e s s e s  i s

common i n  th e  c h e m i c a l  i n d u s t r i e s .  I n  t h e  p r e p a r a t i o n  o f

sodium h y d r o x i d e  f rom  th e  i n t e r a c t i o n  o f  l im e an d  soda a s h ,

a f i n e  p r e c i p i t a t e  o f  c h a l k  i s  p r o d u c e d  and  t h e  c a u s t i c

soda m u s t  be w ashed  from t h e  s u r f a c e  o f  t h e  c a l c i u m  c a r b o n a t e
34i n  a c o u n t e r c u r r e n t  p r o c e s s .  O t h e r  w ash in g  o p e r a t i o n s  

i n c l u d i n g  th e  p r o d u c t i o n  o f  p h o s p h o r i c  a c i d  t h r o u g h  t h e  u s e  

o f  s u l f u r i c  a c i d ,  t h e  s e p a r a t i o n  o f  wax f rom p a p e r ,  and
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74
t h e  e x t r a c t i o n  o f  o i l  f rom  f i s h  l i v e r s  a r e  w e l l  known.

40Ham and  Coe w ere  among t h e  f i r s t  t o  d i s c u s s  p r o b le m s

a l l i e d  t o  w ash in g  i n  s u c c e s s i v e  s t a g e s .  T h e i r  work was l a t e r
65t a k e n  up by M acMull in  and Weber  who s o l v e d  a  num ber  o f  

d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s  by s u c c e s s i v e  a p p r o x i m a t i o n s .  Among 

t h e  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s  w h ich  a r o s e  a r e  t h e  f o l l o w i n g :

P cn - 1  = F c n + k  V c n 2 ( 1 )

F ° n - l  = P + k  V ° n 5 <2 >

i n  w h ich

c n = c o n c e n t r a t i o n  i n  n ( t h )  u n i t  

F = r a t e  o f  f l o w  

k = s p e c i f i c  r e a c t i o n  r a t e  

V = volume o f  e a c h  u n i t
43Hawley was a p i o n e e r  i n  t h e  m a t h e m a t i c a l  t r e a t m e n t  

o f  w a s h in g  p r o c e s s e s .  He i n d i c a t e d  t h a t  t h e r e  was a  p r o ­

f u s e n e s s  i n  t h e  u s e  o f  such t e r m s  a s  l i x i v i a t i o n ,  l e a c h i n g ,  

p e r c o l a t i o n ,  d e c o c t i o n ,  and d e c a n t a t i o n  a l l  o f  w h ic h  were 

l o o s e l y  u s e d  a s  synonyms f o r  w a s h in g .  The p r o b le m  o f  

w a s h in g  a s o l u b l e  s u b s t a n c e  (NaCl)  f ro m  t h e  s u r f a c e  o f  a n  

i n s o l u b l e ,  im p e rm e a b le ,  w e t t a b l e  s o l i d  ( g l a s s  b e a d s )  was 

t r e a t e d  i n  d e t a i l  i n  h i s  e a r l i e s t  work .  Such t e r m s  a s  

s o l v e n t  r a t i o  and s o l v e n t  r e t a i n e d  were  c l e a r l y  r e c o g n i z e d  

and  d e f i n e d .  No f o r m a l  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s  w ere  i n t r o d u c e d ,  

b u t  t h e  s o l u t i o n s  o f  a  number  o f  d i f f e r e n t  c a s e s  w ere  o b t a i n e d  

b y  a l g e b r a i c  i t e r a t i o n .  The p ro b le m  o f  b a t c h  c o u n t e r c u r r e n t
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e x t r a c t i o n  w i t h o u t  movement o f  s o l i d s  was a d e q u a t e l y  t r e a t e d
50i n  H a w le y ’ s work o f  1921 .  H u n t e r  and Nash a l s o  d i s c u s s e d

t h e  m echan ism  o f  b a t c h  c o u n t e r c u r r e n t  e x t r a c t i o n ,  and
5

R a v e n s c r o f t  i n  a p r i v a t e  c o m m u n ic a t io n  t o  B ak e r  p r e s e n t e d  

a r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  th e  num ber  o f  u n i t s  r e q u i r e d  f o r  

c o u n t e r c u r r e n t  e x t r a c t i o n  b o t h  w i t h  a n d  w i t h o u t  pumping o f  

t h e  s o l i d s .

M a t h e m a t i c a l  f o r m u l a s  f o r  w ash in g  h a v e  b e e n  g i v e n  i n  
5 79

p a p e r s  by B a k e r  and S a n d e r s  . The l a t t e r  a u t h o r  p r e s e n t e d  

t h e  f o l l o w i n g  second  o r d e r  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n

w xn + W S x n _2 = (1  + S)W x n -1  ( 5 )

where  W = p o u n d s  o f  w a t e r  p e r  pound o f  i n e r t  s l u d g e ,  S = 

s o l v e n t  r a t i o ,  a n d  x n = c o n c e n t r a t i o n  i n  n ( t h )  s t a g e .  I n  

S a n d e r s ’ p a p e r  a s e r i e s  o f  e q u a t i o n s  s i m i l a r  t o  ( 3 )  were 

s o lv e d  s i m u l t a n e o u s l y  t o  o b t a i n  t h e  v a l u e  o f  a s  a f u n c t i o n  

o f  n .  G r a p h i c a l  p l o t s  w h ich  c o u l d  be em ployed  f o r  o b t a i n i n g  

s o l u t i o n s  o f  t h e  r e s u l t a n t  e q u a t i o n s  w ere  p r e s e n t e d .  B a k e r  

f o l l o w e d  a n  i d e n t i c a l  p r o c e d u r e  b u t  d i d  n o t  s e t  up any  

f o r m a l  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s .  He s u g g e s t e d  g r a p h i c a l  s o l u t i o n  

o f  h i s  e q u a t i o n s .
74 -

Raven s c r o f t  ‘ was among t h e  f i r s t  t o  p r e s e n t  a  g r a p h i c a l  

s o l u t i o n  f o r  t h e  number o f  s t a g e s  when t h e  s o l v e n t  r a t i o  I s  

n o t  c o n s t a n t .  I f  the  d e n s i t y  and  v i s c o s i t y  o f  t h e  s o l u t i o n  

a r e  a p p r e c i a b l y  a f f e c t e d  by  t h e  s o l u t e  c o n c e n t r a t i o n ,  t h e  

s o l v e n t  r e t a i n e d  by t h e  i n e r t  s o l i d s  may v a r y  f rom  s t a g e  t o  

s t a g e  r e s u l t i n g  i n  a  c h a n g i n g  s o l v e n t  r a t i o .  G e n e r a l l y  i t
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m i g h t  he e x p e c t e d  t h a t  t h i s  s o r t  o f  v a r i a t i o n  would o c c u r  

when t h e  s o l u t e  c o n c e n t r a t i o n  u n d e r g o e s  a l a r g e  c h a n g e .

D a t a  on s o l v e n t  r e t a i n e d  i s  m e a g e r  "both f o r  c a s e s  o f  c o n s t a n t  

a nd  v a r i a b l e  s o l v e n t  r a t i o ,  a n d ,  c o n s e q u e n t l y ,  i t  would  

g e n e r a l l y  be n e c e s s a r y  t o  o b t a i n  e x p e r i m e n t a l  d a t a  f o r  most
r> r>

s y s t e m s .  R a v e n s c r o f t 1s m ethod i s  r a t h e r  i n v o l v e d  an d  E l g i n * 0

p r e s e n t e d  a n o t h e r  s o l u t i o n  b a s e d  upon t r i a n g u l a r  c o o r d i n a t e s

w h i c h  i s  s i m i l a r  to  t h e  method s u g g e s t e d  b y  Evans '5® f o r

l i q u i d - l i q u i d  e x t r a c t i o n s .  Im p ro v em e n ts  on t h e  t e c h n i q u e s
89f o r  s o l u t i o n  o f  such  p r o b le m s  w ere  g i v e n  b y  T i l l e r  and 

A r m s t r o n g  and  K a m m e r m e y e r T h e s e  l a t t e r  a u t h o r s  d e v e l o p e d  

s i m p l i f i e d  p r o c e d u r e s  b a s e d  upon a  m o d i f i c a t i o n  o f  t h e  

M c C ab e -T h ie le  method u s i n g  a  c u r v e d  o p e r a t i n g  l i n e .

W hi le  r e l a t i v e l y  few p u b l i c a t i o n s  c o n c e r n i n g  w ash in g  

h ave  a p p e a r e d ,  t h e  p a s t  s e v e r a l  y e a r s  h av e  w i t n e s s e d  a  

g r e a t  i n c r e a s e  i n  t h e  number  o f  r e s e a r c h e s  d e a l i n g  w i t h  

l i q u i d - l i q u i d  e x t r a c t i o n .  T h i s  i s  p a r t i a l l y  due  t o  th e  

w i d e r  u t i l i t y  o f  s o l v e n t  e x t r a c t i o n  i n  t h e  c h e m i c a l  i n d u s t r i e s  

a n d  a l s o  p a r t i a l l y  b e c a u s e  o f  t h e  l a r g e  amount o f  p h a s e  

d a t a  r e q u i r e d  f o r  t h e  n e c e s s a r y  c a l c u l a t i o n s  w i t h  t e r n a r y  

s y s t e m s .  The g e n e r a l  t h e o r y  o f  b o t h  c o c u r r e n t  a n d  c o u n t e r -  

c u r r e n t  e x t r a c t i o n  h a s  b e e n  d e a l t  w i t h  by  v a r i o u s  a u t h o r s .

I n  g e n e r a l  i t  h a s  b e e n  n e c e s s a r y  t o  em p lo y  t r i a n g u l a r  co ­

o r d i n a t e s  ( e q u i l a t e r i a l  o r  r i g h t  t r i a n g u l a r )  w i t h  w e ig h t
82

p e r c e n t a g e s  f o r  t h e  most  g e n e r a l  c a s e  o f  s o l v e n t  e x t r a c t i o n .  

S i m p l i f i e d  p r o c e d u r e s  have  b e e n  d e v e l o p e d  f o r  c a s e s  i n  w h ic h  

two o f  t h e  co m p o n en ts  a r e  i m m i s c i b l e ,  and  a n a l y t i c a l  s o l u t i o n s
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o b t a i n e d  f o r  t h o s e  s y s t e m s  h a v i n g  a c o n s t a n t  d i s t r i b u t i o n  

c o e f f i c i e n t . ® ^  As i n  w a s h in g ,  t h e  a n a l y t i c a l  s o l u t i o n s  o f  

t h e  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s  h ave  b e e n  o b t a i n e d  by  a l g e b r a i c  

i t e r a t i o n .
30E v a n s  d e v e l o p e d  t h e  c o n c e p t  o f  minimum c o n c e n t r a t i o n

and r e l a t i v e  e f f i c i e n c y  f o r  c o n c u r r e n t  e x t r a c t i o n .  T i l l e r

e x t e n d e d  th e  i d e a s  t o  c o u n t e r c u r r e n t  o p e r a t i o n  and  p r o d u c e d
55f o r m u l a s  which  w ere  s i m i l a r  to  t h o s e  o f  K re m se r .  Evans  

and  T i l l e r  h ave  b o t h  shown t h a t  f o r  c o n s t a n t  d i s t r i b u t i o n  

c o e f f i c i e n t  t h e  r a t i o  o f  t h e  a c t u a l  amount o f  s o l u t e  e x ­

t r a c t e d  t o  t h e  maximum am ount  w h ich  c o u l d  be  e x t r a c t e d  i s  

d e p e n d e n t  upon t h e  num bers  o f  s t a g e s  and t h e  s o l v e n t  r a t i o  

f o r  a  g i v e n  sy s te m  and n o t  upon  th e  i n i t i a l  c o n c e n t r a t i o n s  

o f  t h e  s o l v e n t  o r  s o l u t i o n  b e i n g  t r e a t e d .  The r e l a t i v e  

e f f i c i e n c y  a s  d e f i n e d  by  E v a n s  and  T i l l e r  r e p r e s e n t s  th e  

r a t i o  o f  t h e  a c t u a l  o v e r a l l  e f f i c i e n c y  ( r a t i o  o f  s o l u t e  

removed t o  s o l u t e  p r e s e n t )  t o  t h e  maximum o v e r a l l  e f f i c i e n c y .  

I t  i s  o f  v a l u e  i n  t h a t  i t  shows how c l o s e l y  t h e  e f f i c i e n c y  

o f  an  a c t u a l  p r o c e s s  a p p r o a c h e s  th e  t h e o r e t i c a l  maximum 

e f f i c i e n c y .  The e f f e c t  on e f f i c i e n c y  o f  a d d i n g  a d d i t i o n a l  

s t a g e s  i s  f o r c e f u l l y  shown b y  r e l a t i v e  e f f i c i e n c y  c a l ­

c u l a t i o n s .  Evans  h a s  p o i n t e d  o u t  t h a t  a f t e r  f i v e  s t a g e s  a r e  

i n  u s e ,  l i t t l e  i n c r e a s e  i n  e f f i c i e n c y  c a n  be e x p e c t e d  f rom  

a d d i n g  a d d i t i o n a l  s t a g e s .  I n  c o c u r r e n t  e x t r a c t i o n  no l e s s  

t h a n  94  p e r  c e n t  o f  e x t r a c t a b l e  m a t e r i a l  w i l l  be removed i f  

f i v e  s t a g e s  a r e  em ployed  w h i l e  i n  c o u n t e r c u r r e n t  e x t r a c t i o n
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a t  l e a s t  83 p e r  c e n t  o f  t h e  e x t r a c t a h i e  m a t e r i a l  w i l l  be 

removed w i t h  f i v e  s t a g e s .  These p e r c e n t a g e s  r e p r e s e n t  

o p e r a t i o n  u n d e r  t h e  m o s t  u n f a v o r a b l e  c o n d i t i o n s ,  and  i n  

c o u n t e r c u r r e n t  e x t r a c t i o n  i t  would be  e x p e c t e d  t h a t  a t  l e a s t  

95 p e r  c e n t  o f  t h e  e x t r a c t a b l e  m a t e r i a l  would  n o r m a l l y  be 

removed  u n d e r  r e a s o n a b l e  o p e r a t i n g  c o n d i t i o n s  w i t h  f i v e  

s t a g e  s .

I n  r e c e n t  y e a r s  e m p h a s i s  h a s  been  p l a c e d  upon t h e  

o p e r a t i o n  o f  p a c k e d  e x t r a c t i o n  columns a n d  a c o n s i d e r a b l e

amount o f  d a t a  h a s  a p p e a r e d  on t h e  v a r i a b l e s  a f f e c t i n g  th e
1 8  PQ 7 7  8*5 77

t o w e r  c a p a c i t i e s .  * * * Row, K o f f o l t ,  and  W ith ro w

i n v e s t i g a t e d  th e  e f f e c t  o f  v a r i o u s  t y p e s  o f  p a c k i n g ,  b u b b l e

c a p s ,  an d  p e r f o r a t e d  p l a t e s  on th e  s y s te m  t o l u e n e - b e n z o i c

a c i d - w a t e r .  These  a u t h o r s  c o r r e l a t e d  t h e i r  d a t a  by  p l o t t i n g

H . T . U . ’ s a g a i n s t  c e r t a i n  o f  t h e  o p e r a t i n g  v a r i a b l e s .  They

f o u n d  t h a t  R a s c h i g  r i n g s  and  B e r l  saddles g av e  t h e  b e s t

r e s u l t s  w h i l e  a  s p r a y  column w i t h  l a r g e  d r o p s  g a v e  t h e

p o o r e s t  r e s u l t s .  In. b e t w e e n  t h e s e  e x t r e m e s  w ere  s p r a y

co lu m n s  w i t h  s m a l l  d r o p s ,  k n i t t e d  c l o t h  p a c k i n g ,  and  b u b b l e

c a p s .
18

Comings and B r i g g s  c a r r i e d  o u t  s o l v e n t  e x t r a c t i o n  

i n v o l v i n g  t h e  t r a n s f e r  o f  b e n z o i c  a c i d ,  a n i l i n e ,  and  a c e t i c  

a c i d  b e t w e e n  b e n z e n e  and  w a t e r  l a y e r s .  W e t t e d  w a l l  and 

p a c k e d  t o w e r s  were u s e d  f o r  t h e  e x p e r i m e n t a l  w o rk .  Mass 

t r a n s f e r  c o e f f i c i e n t s  were g i v e n  a s  f u n c t i o n s  o f  t h e  

v e l o c i t i e s  o f  b o t h  d i s p e r s e d  and  c o n t i n u o u s  p h a s e s .  I n
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1 4 .

g e n e r a l  i t  was  found t h a t  th e  v e l o c i t y  o f  t h e  d i s p e r s e d  

f i l m  h ad  t h e  g r e a t e r  a f f e c t  on t h e  c a p a c i t y  c o e f f i c i e n t .

D e t e r m i n a t i o n  o f  a c c u r a t e  e q u i l i b r i u m  d a t a  i s  e s s e n t i a l  

b o t h  f o r  p e r f o r m i n g  c a l c u l a t i o n s  and  f o r  p r e d i c t i n g  a p p l i c a ­

b i l i t y  o f  a g i v e n  s o l v e n t  f o r  e x t r a c t i o n  p u r p o s e s .  The

I n t e r n a t i o n a l  C r i t i c a l  T a b l e s ,  t h e  S c i e n c e  o f  P e t r o l e u m ,
Aft fiP QQa nd  o t h e r  p u b l i c a t i o n s ,  c o n t a i n  a l a r g e  amount

o f  p h a s e  d a t a  f o r  v a r i o u s  s y s t e m s .  F o r  c o m p lex  p e t r o l e u m
20 45m i x t u r e s ,  Dean and  D a v i s  and H i l l  an d  C o a t s  have

d e v e l o p e d  s im p le  and u s e f u l  m e th o d s  f o r  r e p r e s e n t i n g  p h a s e

d a t a .  Tie  l i n e s  a r e  e q u a l l y  a s  i m p o r t a n t  a s  s o l u b i l i t y

d a t a  a n d  s e v e r a l  m e th o d s  o f  i n t e r p o l a t i o n  h a v e  b e e n  p r e s e n t e d .
72O thm er ,  W h i te ,  and  T r u e g e r  p r e s e n t e d  a  c o n s i d e r a b l e  amount  

o f  d a t a  on v a r i o u s  t e r n a r y  l i q u i d  s y s t e m s  and  d i s c u s s e d  

c o r r e l a t i o n  and  i n t e r p o l a t i o n  o f  t h e  d i s t r i b u t i o n  d a t a .

P a r t  I I  Gas A b s o r p t i o n

I n  t h e  u n i t  o p e r a t i o n  o f  g a s  a b s o r p t i o n ,  th e  s o l u b l e  

co m p o n en ts  o f  a g a s  m i x t u r e  a r e  d i s s o l v e d  i n  s u i t a b l e  s o l v e n t s  

The g a s  and l i q u i d  p h a s e s  a r e  i n t i m a t e l y  c o n t a c t e d  i n  e i t h e r  

p a c k e d  o r  p l a t e  co lum ns  so t h a t  t h e r e  w i l l  be  ample i n t e r ­

f a c i a l  a r e a  f o r  mass  t r a n s f e r .  The r e v e r s e  p r o c e s s  i n  

w h i c h  a  s o l u b l e  s u b s t a n c e  p a s s e s  f ro m  a l i q u i d  m i x t u r e  i n t o  

a g a s  i s  t e r m e d  s t r i p p i n g .  M a t h e m a t i c a l l y ,  t h e  two p r o c e s s e s  

a r e  i d e n t i c a l .  By f a r  t h e  g r e a t e s t  amount  o f  work i n  

t h e  l i t e r a t u r e  h a s  b e e n  d e v o t e d  t o  p a c k e d  to w e r  o p e r a t i o n .

8 2 ,8 9
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57
L ew is  was among t h e  f i r s t  t o  f o c u s  a t t e n t i o n  on th e

m a t h e m a t i c a l  t r e a t m e n t  o f  g a s  a b s o r p t i o n  i n  p a c k e d  t o w e r s .

He u t i l i z e d  t h e  f u n d a m e n t a l  v i e w p o i n t  t h a t  t h e  r a t e  o f

s o l u t i o n  o f  a  s o l u b l e  rcas i s  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  p a r t i a l

p r e s s u r e  d r i v i n g  p o t e n t i a l .  Based u p o n  t h i s  c o n c e p t ,  L e w is

d e v e l o p e d  e q u a t i o n s  r e l a t i n g  th e  g a s  c o n c e n t r a t i o n  t o  t o w e r

h e i g h t .  The s o l u t i o n s  a s  d e v e l o p e d  b y  Lewis  a r e  e s s e n t i a l l y

th e  same a s  t h o s e  p r e s e n t e d  by l a t e r  a u t h o r s .  Donnan and 
Z4Masson c o n t i n u e d  a l o n g  l i n e s  s i m i l a r  t o  t h o s e  u sed  b y  

L ew is  i n  t h e  d e v e lo p m e n t  o f  t h e o r e t i c a l  e q u a t i o n s  u s i n g  a 

s l i g h t l y  d i f f e r e n t  n o m e n c l a t u r e  and  more  t h o r o u g h l y  d i s ­

c u s s i n g  t h e  l i m i t a t i o n s ,
58

Lew is  and  Whitman i n t r o d u c e d  t h e  two f i l m  c o n c e p t  

w h ich  h a s  s i n c e  s e r v e d  a s  t h e  f u n d a m e n t a l  b a s i s  f o r  t h e  

d e v e l o p m e n t  o f  t h e o r e t i c a l  f o r m u l a e  i n  g a s  a b s o r p t i o n .

The d e f i n i t i o n s  and  r e l a t i o n s  o f  i n d i v i d u a l  and o v e r a l l  g a s  

a n d  l i q u i d  f i l m  c o e f f i c i e n t s  were  p r e s e n t e d  b y  t h e s e  a u t h o r s .  

F u n d a m e n t a l l y  i t  was assumed t h a t  t h e  r a t e  o f  m ass  t r a n s f e r  

was p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  c o n c e n t r a t i o n  g r a d i e n t  e x p r e s s e d  

a s  p a r t i a l  p r e s s u r e s  i n  t h e  g a s  p h a s e  a n d  m ass  p e r  u n i t  

volume i n  t h e  l i q u i d  p h a s e .  A l th o u g h  a t r e m e n d o u s  q u a n t i t y  

o f  work b a s e d  upon t h e  t w o - f i l m  c o n c e p t  h a s  a p p e a r e d  i n  t h e  

l i t e r a t u r e ,  no d i r e c t  e x p e r i m e n t a l  d a t a  h a s  b e e n  o f f e r r e d  

t o  c o n f i r m  t h e  v a l i d i t y  o f  t h e  a s s u m p t i o n s .  A s i m i l a r  

s i t u a t i o n  e x i s t e d  i n  t h e  f i e l d  o f  d r y i n g  o f  s o l i d s  i n  which  

a  g r e a t  d e a l  o f  t h e o r e t i c a l  work was done  b e f o r e  t h e  

f u n d a m e n t a l  a s s u m p t i o n s  were e x p e r i m e n t a l l y  t e s t e d .  Sherwood
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an d  o t h e r s  a ssum ed t h a t  t h e  r a t e  o f  m o i s t u r e  f l o w  was p r o ­

p o r t i o n a l  t o  t h e  c o n c e n t r a t i o n  g r a d i e n t  and  d e r i v e d  t h e o r e t i c a l

e q u a t i o n s  f o r  m o i s t u r e  d i s t r i b u t i o n  c u r v e s .  L a t e r ,  o t h e r  
14 90

a u t h o r s  ’ o b t a i n e d  e x p e r i m e n t a l  d a t a  and  found  t h a t  t h e  

p r o p o s e d  f u n d a m e n t a l  a s s u m p t i o n  g o v e r n i n g  th e  r a t e  o f  m o i s t u r e  

f l o w  c o u l d  n o t  be j u s t i f i e d  and  c o n s e q u e n t l y  t h a t  t h e  

t h e o r e t i c a l  c o n c l u s i o n s  were u n s o u n d .  I t  would a p p e a r  

t h a t  t h e  two f i l m  t h e o r y  o f  g a s  a b s o r p t i o n  s h o u ld  be sub ­

j e c t e d  t o  t h e  same s e a r c h i n g  a n a l y s i s .
1 o 13

C a n t e l o ,  C a n t e l o ,  Simmons, G i l e s ,  and B r i l l ,  and
35G a r b e r  a l s o  h a v e  t r e a t e d  th e  p r o b l e m  o f  d e t e r m i n i n g  t h e

h e i g h t  o f  a  co lumn a s  a f u n c t i o n  o f  t h e  c o n c e n t r a t i o n

v a r i a b l e s  and  o t h e r  p a r a m e t e r s .  These  a u t h o r s  f o l l o w e d
57p r o c e d u r e s  s i m i l a r  to  t h o s e  o f  L e w is  and Donnan and

24 12
Mason b u t  w ere  more r i g o r o u s  i n  t h e i r  t r e a t m e n t s .  C a n t e l o

t o o k  i n t o  a c c o u n t  t h e  v a p o r  p r e s s u r e  o f  t h e  l i q u i d  and

G a r b e r  u s e d  mol f r a c t i o n  u n i t s  f o r  e x p r e s s i n g  t h e  e q u i l i b r i a .

T h i s  l a t t e r  p r o c e d u r e  l e d  t o  a  r a t h e r  i n v o l v e d  e x p r e s s i o n
39r e q u i r i n g  t e d i o u s  c a l c u l a t i o n s .  G r e e n b e r g  c o n t i n u e d  t h e  

work o f  G a r b e r  and  a p p l i e d  h i s  f o r m u l a s  t o  e x p e r i m e n t a l

d a t a  f o r  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  t r a n s f e r  c o e f f i c i e n t s .
41 59 82A num ber  o f  a u t h o r s  ’ ’ u t i l i z e d  th e  p r o c e d u r e s

o r i g i n a l l y  d e v e l o p e d  f o r  d i f f u s i o n a l  p r o c e s s e s  b y  Maxwel l 

f o r  a p p l i c a t i o n  t o  g a s  a b s o r p t i o n .  The o r i g i n a l  e q u a t i o n s  

p r e s e n t e d  by  Maxwell  f o r  t h e  t r u e  d i f f u s i o n  o f  one g a s  

t h r o u g h  a n o t h e r  w ere  u t i l i z e d  f o r  mass  t r a n s f e r  t h r o u g h  t h e
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f i l m s  p o s t u l a t e d  i n  t h e  Lewi s-Vmitman two f i l m  t h e o r y .  A

number  o f  e q u a t i o n s  were d e r i v e d  showing t h e  e f f e c t s  o f

d i f f e r e n t  v a r i a b l e s  on t h e  mass  t r a n s f e r  c o e f f i c i e n t s .
36G i l l i l a n d  and  Sherwood d e s c r i b e d  a w e t t e d  w a l l  t o w e r

and g av e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  s u p p o r t i n g  th e  d e d u c t i o n s  drawn

from  t h e  d i f f u s i o n  e q u a t i o n s .
16C h i l t o n  and C o lb u r n  i n t r o d u c e d  th e  c o n c e p t  o f  t r a n s f e r

u n i t s  and h e i g h t  e q u i v a l e n t  t o  a  t r a n s f e r  u n i t  ( H . T . U . ) .

The r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  th e  H .T .U .  and  t h e  mass  t r a n s f e r

c o e f f i c i e n t s  was d e v e l o p e d .  ::Tie m e thods  p r e s e n t e d  b y

t h e s e  a u t h o r s  have  b e e n  an  e x t e n s i o n  o f  t h e  two f i l m  t h e o r y

a n d  a r e  a l m o s t  e x c l u s i v e l y  u t i l i z e d  b y  p r e s e n t  d ay  e x p e r i m e n t o r s

I t  h a s  become common p r a c t i c e  t o  c o r r e l a t e  d a t a  i n  t h e  form

o f  p l o t s  o f  H .T .U .* s  a g a i n s t  o p e r a t i n g  v a r i a b l e s .

V e ry  l i t t l e  p u b l i s h e d  work h a s  a p p e a r e d  on t h e  s u b j e c t

o f  g a s  a b s o r p t i o n  i n  p l a t e  t o w e r s .  G r a p h i c a l  p r o c e d u r e s

h ave  b e e n  b a s e d  upon t h e  M c C a b e -T h ie le  method u s e d  i n

d e t e r m i n i n g  th e  number  o f  t h e o r e t i c a l  p l a t e s  i n  f r a c t i o n a t i n g
55c o lu m n s .  K rem ser  o b t a i n e d  an e x p r e s s i o n  r e l a t i n g  th e

c o n c e n t r a t i o n  t o  t h e  number o f  p l a t e s  f o r  c a s e s  i n  which  t h e

e q u i l i b r i a  may be  e x p r e s s e d  b y  y  = Hx where  x and  y  a r e

l i q u i d  an d  v a p o r  c o n c e n t r a t i o n s  e x p r e s s e d  i n  m ass  r a t i o
88

u n i t s .  S o u d e r s  a n d  Brown d e f i n e d  a q u a n t i t y  known a s  t h e  

a b s o r p t i o n  f a c t o r  and  w h ich  i s  g i v e n  by

a b s o r p t i o n  f a c t o r
o
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where  x Q, y0 , y ^ ,  and H a r e  e n t r a n c e  l i q u i d  c o m p o s i t i o n ,  

e n t r a n c e  g a s  c o n c e n t r a t i o n ,  e x i t  g a s  c o n c e n t r a t i o n ,  and 

H e n r y ’ s c o e f f i c i e n t  a s  d e f i n e d  a b o v e . T h i s  a b s o r p t i o n
30

f a c t o r  i s  s i m i l a r  t o  t h e  e f f i c i e n c i e s  d e f i n e d  b y  E v a n s
8q 91

and  T i l l e r .  T i l l e r  and  T o u r  t r e a t e d  two p r o b le m s  i n

g a s  a b s o r p t i o n  i l l u s t r a t i n g  th e  u s e  o f  t h e  c a l c u l u s  o f
36

f i n i t e  d i f f e r e n c e s .  G a r b e r  and Lerman were  among t h e  

f i r s t  t o  r e c o g n i z e  t h e  v a l u e  o f  f i n i t e  d i f f e r e n c e s  i n  s o l v i n g  

p r o b l e m s  i n  s t r i p p i n g .  They o b t a i n e d  and s o l v e d  a  R i c c a t i  

d i f f e r e n c e  e q u a t i o n  f o r  s t r i p p i n g  i n  p l a t e  t o w e r s .  They 

a l s o  s o l v e d  c e r t a i n  e q u a t i o n s  g r a p h i c a l l y  f o r  w h ich  no 

a n a l y t i c a l  s o l u t i o n s  c o u l d  be o b t a i n e d .

P a r t  I I I  D i s t i l l a t i o n

W hereas  v i r t u a l l y  a l l  o f  t h e  work i n  a b s o r p t i o n  h a s

b e e n  c o n f i n e d  t o  p a c k e d  t o w e r s ,  t h e  r e v e r s e  i s  t r u e  i n

f r a c t i o n a t i o n  where t h e  m a j o r i t y  o f  i n v e s t i g a t i o n s  h a v e

b e e n  c o n c e r n e d  w i t h  p l a t e  t o w e r s .  As f a r  b a c k  a s  1 8 9 3 ,
87

S o r e l  p r o p o s e d  a m e th o d  f o r  o b t a i n i n g  t h e  number o f  

e q u i l i b r i u m  s t a g e s  i n  a n  a l c o h o l  co lum n .  W hi le  he s u g g e s t e d  

a s t e p w i s e  a l g e b r a i c  p r o c e d u r e ,  h i s  m ethod ca n  e a s i l y  be 

a d a p t e d  t o  g r a p h i c a l  c a l c u l a t i o n s  a s  w i l l  be  shown i n  t h e  

c h a p t e r  on d i s t i l l a t i o n .  C o n t r a r y  t o  some p r e v a l e n t  im­

p r e s s i o n s ,  S o r e l Ts p r o c e d u r e  r e a d i l y  a d a p t s  i t s e l f  t o  

g r a p h i c a l  c o m p u t a t i o n s  w i t h o u t  t h e  s o - c a l l e d  " u s u a l  s i m p l i ­

f y i n g  a s s u m p t i o n s "  i n  w h ic h  th e  m o l a l  o v e r f l o w  i s  a s su m ed
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c o n s t a n t .  V«Ti t h  S o r e l 1 s e q u a t i o n ,  a  c u r v e d  o p e r a t i n g  l i n e
•  • • •  • • • •• • • • •  •  » • •  •  •

rnust  b e  u s e d  i n  c o n j u n c t i o n  w i t h  t h e  -e - q u l l i b r i t tm ; c u r v e  f o r
42 : V*- ** *

g r a p h i c a l  c a l c u l a t i o n s .  H a u sb ra n d  ^•ntjf’oduce’d* ’t h e  ‘a ssum p-
****•"  *

t i o n  o f  c o n s t a n t  m o l a l  o v e r f l o w  and t h i s  cdn’c g p t  . c o u p l e d  

w i t h  S o r e l ' s work f o r m s  t h e  b a s i s  f o r  t h e  modern t h e o r y  o f  

f r a c t i o n a t i o n  c a l c u l a t i o n s .
/+ A

L e w is 0 was t h e  f i r s t  t o  d e v e l o p  a g r a p h i c a l  p r o c e d u r e

f o r  o b t a i n i n g  t h e  number o f  p l a t e s  b y  r e p l a c i n g  t h e  f i r s t

d i f f e r e n c e  b y  t h e  f i r s t  d e r i v a t i v e .  Lew is  f a i l e d  t o  r e a l i z e

t h a t  t h e  p r o c e d u r e  was n o t  sound e x c e p t  f o r  l a r g e  numbers

o f  p l a t e s  and s t a t e d  t h a t  t h e  e q u a t i o n s  i n v o l v i n g  d e r i v a t i v e s

were e x a c t  a s  t h e y  d e p e n d e d  s o l e l y  upon  m a t e r i a l  b a l a n c e s .
23

Dodge and  Huffman r e c o g n i z e d  t h e  l i m i t a t i o n s  o f  t h e  L e w is  

e q u a t i o n s  and  o b t a i n e d  a n a l y t i c a l  s o l u t i o n s  u t i l i z i n g  

r e l a t i v e  v o l a t i l i t i e s .  These  m e th o d s  i n  which  d e r i v a t i v e s  

a r e  s u b s t i t u t e d  f o r  d i f f e r e n c e s  h av e  n o t  p r o d u c e d  a n y  

s i m p l i f i c a t i o n s  a n d  s h o u ld  be a v o i d e d .

G r a p h i c a l  s o l u t i o n s  were p r o p o s e d  by  Ponchon a n d
75 67 76

S a v a r i t  , Fouche  and  Thorman, and R o d e b u s h .  The m ethod

o f  Ponchon  and S a v a r i t  i s  t h e  b e s t  among t h e s e  a u t h o r s  and

i s  r e c o g n i z e d  a s  a s t a n d a r d  p r o c e d u r e .  I n  o r d e r  t o  u t i l i z e

t h i s  m e thod  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  h a v e  e n t h a l p y  d a t a ,  and

u n f o r t u n a t e l y  a s  t h e s e  d a t a  a r e  se ldom a v a i l a b l e ,  t h e  m e th o d

i s  n o t  o f t e n  e m p lo y e d .  The most  p o p u l a r  g r a p h i c a l  m ethod
67i s  t h a t  o f  McCabe and  T h i e l e  i n  w h ic h  a  s t r a i g h t  o p e r a t i n g  

o r  m a t e r i a l  b a l a n c e  l i n e  i s  p l o t t e d  on t h e  e q u i l i b r i u m
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d i a g r a m  an d  th e  number  o f  s t a g e s  s t e p p e d  o f f .

The f i r s t  a n a l y t i c a l  s o l u t i o n  f o r  b i n a r y  f r a c t i o n a t i o n
31

was o b t a i n e d  by  F enske  f o r  i n f i n i t e  r e f l u x  r a t i o .  L a t e r
D/?

.Smoker s o lv e d  t h e  b i n a r y  e q u a t i o n s  w i t h  f i n i t e  r e f l u x  

r a t i o  f o r  th e  c a s e  o f  c o n s t a n t  r e l a t i v e  v o l a t i l i t y .  By 

t r a n s l a t i n g  t h e  a x e s  so t h a t  th e  o r i g i n  o f  c o o r d i n a t e s  

c o i n c i d e d  w i t h  t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  t h e  o p e r a t i n g  and 

e q u i l i b r i u m  c u r v e s ,  Smoker was a b l e  t o  s i m p l i f y  t h e  d i f f e r e n c e  

e q u a t i o n s  and s o l v e  them b y  a l g e b r a i c  i t e r a t i o n .
56

I n  m u l t i c o m p o n e n t  f r a c t i o n a t i o n ,  L e w is  and Mathe son

r e v i s e d  t h e  H au sb ran d  e q u a t i o n s  and  o b t a i n e d  s o l u t i o n s  by

t r i a l  and  e r r o r  s u b j e c t  t o  R a o u l t ' s  law  r e p r e s e n t i n g  th e
19e q u i l i b r i a .  Lewis  and  Cope* p r e s e n t e d  a t r i a l  an d  e r r o r

g r a p h i c a l  p r o c e d u r e  w h ic h  was e a u i v a l e n t  t o  th e  m e th o d  o f
92L e w is  and  Mathe so n .  Underwood d e r i v e d  s i m p l i f i e d  e q u a t i o n s

f o r  p l a t e  t o  p l a t e  c a l c u l a t i o n s  b a s e d  upo n  c o n s t a n t  r e l a t i v e

v o l a t i l i t i e s .  H i s  e q u a t i o n s  p o s s e s s e d  t h e  a d v a n t a g e  o f

e l i m i n a t i n g  t h e  t r i a l  and  e r r o r  c a l c u l a t i o n s  and  i n  n o t

r e q u i r i n g  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  v a p o r  c o n c e n t r a t i o n s .
75R o b in s o n  and G i l l i l a n d  m o d i f i e d  U n d e rw o o d 's  m e th o d  and

to o k  c h a n g i n g  r e l a t i v e  v o l a t i l i t i e s  i n t o  a c c o u n t  i m p ro v in g

t h e  a c c u r a c y  o f  t h e  m e th o d .
11Brown and S o u d e r s  s e t  up a  second  o r d e r  d i f f e r e n c e  

e q u a t i o n  b a s e d  on a  m a t e r i a l  b a l a n c e  f o r  a s i n g l e  com ponent  

o f  a m u l t i c o m p o n e n t  s y s t e m .  W ith  t h e  s i m p l i f y i n g  a s s u m p t i o n s  

t h a t  t h e  a b s o r p t i o n  an d  s t r i p p i n g  f a c t o r s  were c o n s t a n t ,
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Brown a n d  S o u d e r s  p r o d u c e d  l i n e a r  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s  and 

s o l v e d  them by  a l g e b r a i c  i t e r a t i o n .  The s i m p l i f i c a t i o n s  

were s u c h  t h a t  t h e  r e s u l t i n g  e q u a t i o n s  were n o t  t r u s t w o r t h y

and t h i s  method h a s  b een  a b a n d o n e d .
37 44 48 52

Iv'any o t h e r  a u t h o r s  ’ ’ h av e  p r o p o s e d  a p p r o x i m a t e

s o l u t i o n s  and  m e th o d s  f o r  o b t a i n i n g  f e e d  p l a t e  c o m p o s i t i o n s  

i n  m u l t i c o m p o n e n t  s y s t e m s .  While  t h e  v a r i o u s  m e th o d s  y i e l d  

c o r r e c t  r e s u l t s ,  t h e r e  i s  no m ethod  w h ich  i s  f r e e  o f  t h e  

u s u a l  o b j e c t i o n s  to  a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n s .
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EXTRACTION OPERATIONS 

C h a p t e r  I I I

E x t r a c t i o n  p r o c e s s e s  a r e  d e f i n e d  a s  t h o s e  p r o c e s s e s  

i n  w h ich  s e p a r a t i o n  o f  d i f f e r e n t  s u b s t a n c e s  i s  accom ­

p l i s h e d  oy s e l e c t i v e  i i o u i Q  t r e a t m e n t ,  m e  te rm  e x t r a c t i o n  

g e n e r a l l y  i n c l u d e s  s o l v e n t  e x t r a c t i o n ,  w a s h i n g ,  an d  l e a c h i n g ,  

The s e p a r a t i o n  o f  a l i q u i d  m i x t u r e  i n t o  i t s  com ponen t  p a r t s  

b y  a s e l e c t i v e  s o l v e n t  w h ich  i s  i m m i s c i b l e  o r  p a r t i a l l y  

m i s c i b l e  w i t h  a t  l e a s t  one com p o n en t  o f  t h e  l i q u i d  m i x t u r e  

i s  c a l l e d  s o l v e n t  e x t r a c t i o n .  The r e m o v a l  o f  s o l u b l e  

s u b s t a n c e s  f ro m  t h e  s u r f a c e  o f  i n s o l u b l e  m a t e r i a l s  b y  

s o l u t i o n  i n  a  l i q u i d  i s  t e r m e d  w a s h i n g .  I f  t h e  s o l u b l e  

m a t e r i a l  m ust  be  removed f ro m  t h e  i n t e r i o r  o f  t h e  i n e r t  

s u b s t a n c e  by  a  s low d i f f u s i o n a l  p r o c e s s ,  t h e  t e r m  l e a c h i n g  

i s  a p p l i e d .

I n  s o l v e n t  e x t r a c t i o n ,  a  l i q u i d  m i x t u r e  i s  t r e a t e d  

w i t h  a  s o l v e n t  w h ic h  p r e f e r e n t i a l l y  d i s s o l v e s  one o r  more 

o f  t h e  c o m p o n en ts  o f  t h e  m i x t u r e .  The s o l v e n t  i s  r e c o v e r e d  

b y  e v a p o r a t i o n ,  f r a c t i o n a t i o n ,  s team  d i s t i l l a t i o n ,  d e c a n -  

t a t i o n ,  o r  o t h e r  s e p a r a t o r y  p r o c e s s e s .  S o l v e n t  e x t r a c t i o n  

may be  v a l u a b l e  where  o r d i n a r y  f r a c t i o n a l  d i s t i l l a t i o n  i s  

i m p r a c t i c a l  b e c a u s e  o f  c l o s e  v o l a t i l i t i e s  o f  t h e  s u b s t a n c e s  

t o  be s e p a r a t e d .  I n  g e n e r a l ,  s o l v e n t  e x t r a c t i o n  i s  employed 

t o  s e p a r a t e  m o l e c u l e s  o f  s i m i l a r  c h e m i c a l  t y p e  w h i l e  d i s ­

t i l l a t i o n  f i n d s  u s e  i n  th e  s e p a r a t i o n  o f  d i f f e r e n t  s i z e d
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2 3 .

m o l o c u l e s .  I n  some c a s e s  where b o t h  d i s t i l l a t i o n  and e x ­

t r a c t i o n  a r e  p r a c t i c a l ,  c o s t  e c o n o m i c s  d e t e r m i n e  w hich
9 4p r o c e s s  s h o u ld  he  u s e d .  Even th o u g h  e x t r a c t i o n  must  

g e n e r a l l y  be f o l l o w e d  b y  a  d i s t i l l a t i o n  p r o c e s s  t o  remove 

t h e  s o l v e n t ,  e x t r a c t i o n  may p ro v e  more e c o n o m i c a l .

S o l i d  p r e c i p i t a t e s ,  fo rm ed  i n  l i q u i d  s o l u t i o n s ,  a r e  

u s u a l l y  wet  a f t e r  f i l t r a t i o n  o r  d e c a n t a t i o n  and m u s t  be 

d r i e d .  I f  t h e  a d h e r i n g  s o l u t i o n  c o n t a i n s  l a r g e  c o n c e n ­

t r a t i o n s  o f  u n d e s i r a b l e  s o l u b l e  i m p u r i t i e s ,  t h e y  m u s t  be 

removed p r i o r  to  t h e  d r y i n g  o p e r a t i o n .  By t r e a t i n g  th e  

s o l i d s  w i t h  p u re  l i q u i d  i n  a w a s h in g  p r o c e s s ,  t h e  im­

p u r i t i e s  may be  r e d u c e d  t o  a n y  d e s i r e d  c o n c e n t r a t i o n .  I n  

many c a s e s ,  h o w e v e r ,  t h e  s o l u b l e  s u b s t a n c e  i s  t h e  v a l u a b l e  

m a t e r i a l .  The a d h e r i n g  l i q u i d  s h o u ld  t h e n  be removed by  

w a s h in g  w i t h  t h e  optimum amount  o f  wash l i q u i d  so t h a t  

f i n a l  c o n c e n t r a t i o n  o f  t h e  s o l u t i o n  i s  n o t  t o o  c o s t l y  and  

to o  much s o l u b l e  s u b s t a n c e  i s  n o t  l o s t .  L e a c h i n g  o p e r a t i o n s  

i n v o l v i n g  d i f f u s i o n a l  p r o c e s s e s  w i l l  n o t  be  t r e a t e d  i n  t h i s  

d i s s e r t a t i o n .

I n  a n y  s t a g e w i s o  e x t r a c t i o n  o p e r a t i o n ,  t h e  e s s e n t i a l  

u n i t s  a r e  ( 1 )  a  m i x e r  and  ( 2 )  a  s e p a r a t o r .  Numerous m e th o d s  

a r e  a v a i l a b l e  f o r  c o n t a c t i n g  o r  m i x i n g  t h e  l i q u i d s  o r  

l i q u i d s  and s o l i d s .  O p e r a t i o n  may b e  b a t c h  o r  c o n t i n u o u s ,  

m u l t i p l e  o r  d i f f e r e n t i a l  c o n t a c t ,  c o u n t e r c u r r e n t  o r  c o c u r r e n t .  

I n  b a t c h  o r  m u l t i p l e  c o n t a c t  p r o c e s s e s ,  m i x i n g  may be a c ­

c o m p l i s h e d  by m e c h a n i c a l  a g i t a t i o n ,  c o m p r e s s e d  a i r ,  o r  o t h e r  

m e a n s .  I n  c o u n t e r c u r r e n t  t o w e r s ,  w he re  t h e  l i g h t  l a y e r
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r i s e s  t h r o u g h  t h e  h e a v y  l a y e r ,  m ix in g  may he  b r o u g h t  a b o u t  

b y  v a r i o u s  t y p e s  o f  t o w e r  p a c k i n g ,  s p e c i a l  t y p e s  o f  b u b b l e  

c a p s ,  o r  by s p r a y i n g  one l i q u i d  i n t o  t h e  o t h e r .  Phase  

s e p a r a t i o n  i s  f r e q u e n t l y  e f f e c t e d  i n  s e t t l i n g  cham bers  

b u t  may a l s o  b e  b r o u g h t  a b o u t  be c e n t r i f u g i n g .

E x t r a c t i o n  may be  c a r r i e d  o u t  i n  a number o f  d i f f e r e n t  

ways a s  o u t l i n e d  i n  t h e  n e x t  p a r a g r a p h s .  I n c l u d e d  i n  t h e  

o u t l i n e  a r e  d i f f e r e n t i a l  c o n t a c t  e x t r a c t i o n  o p e r a t i o n s  

w h ich  a r e  b e s t  t r e a t e d  by  t h e  m e thods  o f  t h e  d i f f e r e n t i a l  

c a l c u l u s .

C o c u r r e n t  O p e r a t i o n

1 .  S i n g l e  b a t c h  c o n t a c t .  The s o l v e n t  and  m a t e r i a l  t o  

b e  t r e a t e d  a r e  b r o u g h t  t o g e t h e r  and  a l l o w e d  t o  r e m a in  i n  

c o n t a c t  u n t i l  t h e  s i n g l e  b a t c h  t r e a t m e n t  i s  c o m p l e t e d .

2 .  C o n t i n u o u s  s i n g l e  c o n t a c t .  Two s t r e a m s  o f  m a t e r i a l  

a r e  b r o u g h t  t o g e t h e r  an d  s e p a r a t e d  c o n t i n u o u s l y .

3 .  M u l t i p l e  b a t c h  c o n t a c t  w i t h  f r e s h  s o l v e n t  i n  e a c h  

t r e a t m e n t .  I n  t h i s  t y p e  o f  o p e r a t i o n ,  t h e  s o l v e n t  i s  

d i v i d e d  i n t o  a  number  o f  p o r t i o n s ,  e a c h  o f  w h ich  i s  u sed  

f o r  o n l y  one b a t c h  t r e a t m e n t  and  i s  t h e n  d i s c a r d e d .

4 .  C o n t i n u o u s  m u l t i p l e  c o n t a c t  w i t h  f r e s h  s o l v e n t  i n  

e a c h  t r e a t m e n t .  Th is  o p e r a t i o n  d i f f e r s  f ro m  t h e  p r e v i o u s  

one i n  t h a t  t h e  c o n t a c t i n g  and s e p a r a t i o n  p r o c e s s e s  a r e

c o n t i n u o u s .
945 .  D i f f e r e n t i a l  c o n t a c t .  S o l v e n t  i s  added i n  a
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c o n t i n u o u s  s t r e a m  to  a f i x e d  amount o f  m a t e r i a l ,  and t h e  

e x t r a c t  i s  removed c o n t i n u o u s l y  and  d i f f e r e n t i a l l y .

C o u n t e r c u r r e n t  O p e r a t i o n

1 .  B a t c h  c o u n t e r c u r r e n t  m u l t i p l e  c o n t a c t .  I n  t h i s  

s y s t e m  th e  m a t e r i a l  t o  he t r e a t e d  and  t h e  s o l v e n t  p a s s  

t h r o u g h  t h e  p r o c e s s  i n  a c o u n t e r c u r r e n t  f a s h i o n .  O p e r a t i o n  

i s  b a t c h  i n  t h e  sense  t h a t  th e  s o l v e n t  and  m a t e r i a l  t o  be 

t r e a t e d  a r e  n o t  b r o u g h t  t o g e t h e r  i n  c o n t i n u o u s  s t r e a m s .

The m a t e r i a l s  a r e  c o n t a c t e d  f o r  a  s u f f i c i e n t  l e n g t h  o f  

t im e  and a r e  t h e n  s e p a r a t e d  f o r  f u r t h e r  t r e a t m e n t .

2 .  C o n t in u o u s  c o u n t e r c u r r e n t  m u l t i p l e  c o n t a c t .  T h i s  

p r o c e s s  d i f f e r s  f rom  t h e  p r e v i o u s  one i n  t h a t  t h e r e  i s  a  

c o n t i n u o u s  f l o w  o f  m a t e r i a l  f ro m  one s t a g e  t o  t h e  n e x t .

3 .  C o u n t e r c u r r e n t  d i f f e r e n t i a l  c o n t a c t T h e  two 

l i q u i d  p h a s e s  p a s s  e a c h  o t h e r  i n  o p p o s i t e  d i r e c t i o n s .  F low 

d e p e n d s  upon th e  d i f f e r e n c e  i n  d e n s i t y  o f  t h e  two p h a s e s ,  

and  pumping i s  i m p o s s i b l e .  The e x t r a c t i o n  may be  c a r r i e d  

o u t  i n  e i t h e r  s p r a y  o r  p a c k e d  t o w e r s .
*78 Q4-4 .  C o u n t e r c u r r e n t  o p e r a t i o n  w i t h  r e f l u x .  * The 

d e g r e e  o f  s e p a r a t i o n  may be  g r e a t l y  im p ro v e d  i f  r e f l u x  i s  

em ployed i n  t h e  e x t r a c t i o n  p r o c e s s .  I t  i s  more d i f f i c u l t

t o  p r o d u c e  r e f l u x  i n  an  e x t r a c t i o n  column t h a n  i n  a  f r a c t i o n a l  

d i s t i l l a t i o n  column.  I n  c h a n g i n g  an  e x t r a c t  t o  r e f l u x  a t  

t h e  t o p  o f  a co lumn,  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  o b t a i n  a r e f l u x  

w i t h  b o t h  p r o p e r  c o n c e n t r a t i o n  and  p r o p e r  d e n s i t y .  O th e r w i s e
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i m p o s s i b l e  e x t r a c t i o n s  become f e a s i b l e  w i t h  t h e  use  o f  

r e f l u x .

C o c u r r e n t  E x t r a c t i o n

The t e r m ,  c o c u r r e n t ,  i s  a p p l i e d  t o  e x t r a c t i o n  o p e r a t i o n s  

i n  w h ich  f r e s h  s o l v e n t  i s  em ployed i n  e a c h  s t a g e .  The 

o r i g i n a l  s o l u t i o n  i s  t r e a t e d  w i t h  f r e s h  b a t c h e s  o f  s o l v e n t  

a s  i t  p a s s e s  f rom  c o n t a c t o r  t o  c o n t a c t o r ,  a n d  a f t e r  e a c h  

t r e a t m e n t ,  t h e  e x t r a c t s  a r e  d i s c a r d e d .  Compared w i t h  

c o u n t e r c u r r e n t  e x t r a c t i o n ,  g r e a t e r  m a s s e s  o f  s o l v e n t  a r e  

r e q u i r e d  t o  e f f e c t  a  g i v e n  d e c r e a s e  i n  c o n c e n t r a t i o n .

I t  i s  e s s e n t i a l  t o  t h e  s u c c e s s  o f  a s o l v e n t  e x t r a c t i o n  

p r o c e s s  t h a t  on a d d i t i o n  o f  s o l v e n t  t o  t h e  s o l u t i o n  t o  be 

t r e a t e d  t h a t  ( 1 ) a t  l e a s t  two p h a s e s  be fo rm ed  and  ( 2 ) a 

change  be  a c c o m p l i s h e d  i n  t h e  r e l a t i v e  p r o p o r t i o n s  o f  t h e  

s u b s t a n c e s  t o  b e  s e p a r a t e d .  Thus i f  a two component  m i x t u r e  

i s  t o  be s e p a r a t e d  b y  t h e  a c t i o n  o f  a  t h i r d  co m p o n en t ,  th e  

a d d i t i o n  o f  t h e  t h i r d  component  m us t  p r o d u c e  a m i x t u r e  

l y i n g  i n  a  t w o - l i q u i d  p h a s e  r e g i o n ;  and t h e  e q u i l i b r i u m  

m u s t  p r o v i d e  f o r  a c h a n g e  i n  t h e  r e l a t i v e  c o n c e n t r a t i o n s  

o f  t h e  m i x t u r e .

The e s s e n t i a l  v a r i a b l e s  i n v o l v e d  i n  e x t r a c t i o n  o p e r a t i o n  

a r e  t h e  i n l e t  and  e x i t  c o n c e n t r a t i o n s ,  number  o f  s t a g e s ,  

and  r e l a t i v e  a m o u n t s  o f  s o l u t i o n  and  s o l v e n t s .  I n  t h e  

g e n e r a l  c a s e  i n v o l v i n g  t h r e e  component  s y s t e m s ,  I t  i s  

n e c e s s a r y  t o  u s e  a g r a p h i c a l  method on t r i a n g u l a r  c o o r d i n a t e s
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F o r  t h e  s p e c i a l  c a se  i n  which  two o f  th e  co m ponen ts  a r e  

i m m i s c i b l e ,  t h e  g r a p h i c a l  t r e a t m e n t  can  be s i m p l i f i e d ,  and  

u n d e r  s p e c i a l  c o n d i t i o n s ,  a n a l y t i c a l  s o l u t i o n s  may be 

o b t a i n e d .
82

I m m i s c i b l e  S o l v e n t s . P u b l i s h e d  d a t a  d e a l i n g  w i t h  

t h r e e  com ponen t  s y s t e m s  I n d i c a t e s  t h a t  v i r t u a l l y  a l l  o f  

them h a v e  r e g i o n s  o f  m i s c i b i l i t y .  However ,  i n  a g r e a t  many 

c a s e s  two o f  t h e  co m p o n en ts  a r e  n e a r l y  i m m i s c i b l e  o v e r  a  

s u b s t a n t i a l  p o r t i o n  o f  th e  s o l u b i l i t y  c u r v e .  E x a m p le s  o f  

t y p i c a l  s y s t e m s  and  t h e  r e g i o n s  o f  i m m i s c i b i l i t y  ( s o l u b i l i t y  

l e s s  t h a n  2% by  w e i g h t )  a l o n g  w i t h  t h e  d i s t r i b u t i o n  c o ­

e f f i c i e n t s  a r e  g i v e n  i n  t h e  f o l l o w i n g  t a b l e :

T ab le  I

S ystem  R eg io n  of
I m m i s c i b i l i t y

A B C % B 
i n  A

% B 
i n  C

D i s t . 
C o e f .

Temp.

W a te r E t h a n o l 93Benzene 35 15 .0 7 6 25°C

W ate r A c e t i c  A cid
O Q

I s o p r o p y l  E t h e r 20 6 .28 20°C

W a te r A c e t i c  Acid
94

C h lo r o fo r m 30 20 .2 1 18°C

W a te r E t h a n o l T r i  c h i o r e  t h y l e  ne 6 ̂ 30 10 .07 25°C

W a te r A c e t i c  A cid
. 7 2

n - b u t y l  e t h e r 60 20

r—! • 25°C

F o r  t h e s e  s y s t e m s  i t  i s  p o s s i b l e  t o  c a r r y  o u t  s i m p l i f i e d  

g r a p h i c a l  c a l c u l a t i o n s .

C o n s i d e r  t h e  sy s tem  c o m p r i s i n g  co m p o n en ts  A, B, and C 

i n  w h ich  A and  C a r e  c o m p l e t e l y  i m m i s c i b l e  i r r e s p e c t i v e  o f
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t h e  p r e s e n c e  o f  B. Suppose C i s  th e  s o l v e n t  t h a t  i s  u sed  

t o  e x t r a c t  B f rom  t h e  s o l u t i o n  c o n t a i n i n g  A and B. The 

p h a s e  d a t a  c a n  be c o n v e n i e n t l y  r e p r e s e n t e d  on r e c t a n g u l a r  

c o o r d i n a t e s  a s  i n d i c a t e d  i n  F i g u r e  I .  w i t h  c o n c e n t r a t i o n s  

e x p r e s s e d  i n  mass  r a t i o  u n i t s .  I n  t h e  p r o c e s s  t o  be c o n ­

s i d e r e d ,  b l b s , . / h r .  o f  A ( B - f r e e  b a s i s )  c o n t a i n i n g  x Q 

l b s .  B / l b . ofA i s  t r e a t e d  i n  s u c c e s s i v e  c o n t a c t s  w i t h  w l b  s . / h r .  

o f  C ( B - f r e e  b a s i s )  c o n t a i n i n g  y Q l b s .  B / l b . ^ C .  I f  t h e  

p o i n t  ( x Q, y0 ) l i e s  b e l o w  th e  e q u i l i b r i u m  c u r v e ,  a  t r a n s f e r  

o f  B f rom  t h e  A t o  t h e  C p h a s e  m u s t  t a k e  p l a c e .  I n  F i g u r e  2 ,  

a s c h e m a t i c  d i a g r a m  o f  t h e  p r o c e s s  i s  shown. The

E x t r a c t s  
F i g u r e  2

a m o u n t s  o f  component  B f l o w i n g  f ro m  one s t a g e  t o  t h e  n e x t  a r e  

shown.  A m a t e r i a l  b a l a n c e  o v e r  t h e  ( n + l ) s t  s t a g e  y i e l d s

w(yn+i - y 0 ) = O )

D e f i n i n g  w/b a s  t h e  s o l v e n t  r a t i o ,  a ,  and r e a r r a n g i n g  t e r m s  g i v e s
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5 0 .

^ n + l ” ^o  ̂/ ^ n + l ” 3̂  - l / a ( 2 )

E q u a t i o n  ( 2 )  i s  a d i f f e r e n c e  e q u a t i o n  which i s  e x a c t  a s  

i t  i s  s o l e l y  t h e  r e s u l t  o f  a m a t e r i a l  b a l a n c e .  Because  

t h r e e  v a r i a b l e s ,  x ,  y ,  a n d  n ,  a r e  i n v o l v e d ,  t h e  d i f f e r e n c e  

e q u a t i o n  c a n  n o t  b e  s o l v e d  u n l e s s  t h e r e  a s  a  known r e l a t i o n  

b e t w e e n  x  and y .  I f  i t  i s  assumed t h a t  th e  s t a g e s  a r e  

t h e o r e t i c a l ,  i . e .  e x t r a c t  and r a f f i n a t e  a r e  i n  e q u i l i b r i u m  

i n  e a c h  s t a g e  and  the  p o i n t  ( x ^ ,  y  ) f o r  e a c h  s t a g e  l i e s  on 

t h e  e q u i l i b r i u m  c u r v e ,  a p r o c e d u r e  f o r  r e l a t i n g  the  num ber  

o f  s t a g e s  t o  t h e  p a r a m e t e r s  and d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  can  be 

d e d u c e d .

G r a p h i c a l  'S o l u t i o n
i b l e  

S o l v e n t s

y

.  J.. 0 o

To l o c a t e  th e  p o i n t  ( x ^ , y ^ )  

r e p r e s e n t i n g  th e  f i r s t  s t a g e  and 

s u c c e s s i v e  p o i n t s  ( x n , y n ) ,  f i r s t  

c o n s t r u c t  a l i n e  t h r o u g h  th e  

p o i n t  ( x 0 , y Q) h a v i n g  a s lo p e  

- l / a .  A c c o r d in g  t o  E q u a t i o n  ( 2 ) ,  

t h i s  l i n e  m u s t  i n t e r s e c t  t h e  

e q u i l i b r i u m  c u r v e  a t  ( x ^ y ^ ) .

T h i s  i s  e v i d e n t  f r o m  t h e  t r i a n g l e  

PQR i n  w h ic h

( y i - y 0 ) / ( xi - x 0 ) = t a n  6 ~ - i / a ( 2b )

Having o b t a i n e d  x ^ , t h e  same p r o c e d u r e  may be u s e d  t o  o b t a i f t  

( x 2 , y 2 ) and  i n  g e n e r a l  ( x n , y n ) f rom  ( x n _ i > y n_ i ) • 7110 num ber

o f  u n i t s  n e c e s s a r y  t o  p r o d u c e  th e  d e s i r e d  r e d u c t i o n  i n
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c o n c e n t r a t i o n  i s  g i v e n  by t h e  num ber  o f  p o i n t s  on th e  

e q u i l i b r i u m  c u r v e .

The a b o v e  m ethod  can  b e  m o d i f i e d  i f  t h e  e q u i l i b r i u m  

r e l a t i o n s h i p  i s  e x p r e s s e d  b y  yn = k n x n where k n i s  t h e  d i s -

; r i b u t i o n  c o e f f i c i e n t  f o r  t h e  n t h  s t a g e .  E l i m i n a t i n g  yn +1
f rom  ( 2 a )  y i e l d s

o r

a ( k n+l  x n + l - y 0 ) = x n- x n+l

Xr, = 1 ^Xr1J-T" a ?nn n +1 n+1 o

( 3 a )

( 3 b )

The s o l u t i o n  o f  t h i s  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n  f a l l s  u n d e r  c a s e  3 

o f  s e c t i o n  A i n  P a r t  IV  o f  t h e  A p p e n d ix .  The o p e r a t i n g  l i n e  

x n v s  c a n  be p l o t t e d  a s  i n d i c a t e d  i n  F i g u r e  4 .  The

p o i n t s  ( x q , x 1 ) ,  ( x 1 , x 2 ) ,
I T T  •''*» * T  T ' T ' p T . q V

, - m i a i s c i b r e
S o l v e n t s

3b)

•*n

( x n , x n + 1 ) a l l  l i e  on t h e  l i n e

r e p r e s e n t e d  by  (3 b )  w h i l e  t h e

p o i n t s  ( x 1 , x 1 ) ,  ( x g , x 2 ) ,

( x  , x  ) l i e  on t h e  45° l i n e ,  n  n
I f  x Q i s  g i v e n ,  x^ c a n  be  f o u n d  

a s  t h e  c o r r e s p o n d i n g  p o i n t  

on th e  o p e r a t i n g  l i n e  a s  

shown i n  F i g u r e  4 .  A f t e r  

c r o s s i n g  h o r i z o n t a l l y  t o  t h e  

4 5 °  l i n e  t o  the  p o i n t  ( x - ^ x ^ ) ,  t h e  p o i n t  (x -^Xg)  c a n  th e n  

b e  f o u n d  on t h e  o p e r a t i n g  l i n e .  The t o t a l  number o f  s t e p s  

n e c e s s a r y  t o  r e d u c e  x Q t o  x^ i s  g i v e n  b y  t h e  s t e p s  o r
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0
p r e f e r a b l y  b y  t h e  p o i n t s  1 , 2 ,  5 ,  e t c . ,  on t h e  45 l i n e .

C o n s t a n t  P i s t r l b u t i o n  C o e f f  i c i e n t ^ > ^  I f  t h e  c o n ­

c e n t r a t i o n  d a t a  f o r  t h e  sy s tem s  i n  T a b le  I  a r e  p l o t t e d ,  i t  

w i l l  b e  o b s e r v e d  t h a t  t h e  d a t a  c a n  b e  a p p r o x i m a t e d  by s t r a i g h t  

l i n e s  a s  shown i n  F i g u r e  I .  F o r  t h e s e  sys tem s  i n  which  t h e  

e q u i l i b r i u m  c u r v e  i s  s t r a i g h t ,  and  t h e  d i s t r i b u t i o n  c o e f f i c i e n t  

i n  E q u a t i o n  ( 3 b )  i s  c o n s t a n t ,  an  a n a l y t i c a l  s o l u t i o n  r e l a t i n g  

th e  v a r i a b l e s  c a n  be o b t a i n e d .  E q u a t i o n  (3b)  may be  r e ­

a r r a n g e d  to  g i v e

xn + l  “ [ l / ( a k + l ) J  = a y Q/ ( a k + 1 ) ( 4 )

E q u a t i o n  ( 4 )  i s  a f i r s t  o r d e r  l i n e a r  d i f f e r e n c e  

e q u a t i o n  w i t h  c o n s t a n t  c o e f f i c i e n t s .  P l a c i n g  t h i s  e q u a t i o n  

i n  s t a n d a r d  fo rm  g i v e s  (S ee  P a r t  I I I  o f  Appendix)

[e  -  l / ( a k + l ) ]  x,^ = a y Q/ ( a k + l . )  ( 5 )

The s o l u t i o n  o f  t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n  i s  C / ( a k + l ) n , and a 

p a r t i c u l a r  s o l u t i o n  o f  t h e  c o m p l e t e  e q u a t i o n  i s  y Q/ k  

( E q u a t i o n  ( 3 3 ) ,  P a r t  I I I  o f  A p p e n d i x ) .  The sum o f  t h e s e  

two s o l u t i o n s  i s  t h e n  t h e  c o m p l e t e  s o l u t i o n  o f  ( 4 ) ,  i . e .

x  n = C / ( a k + l ) n + y0 A  (6)

I f  t h e  i n i t i a l  c o n c e n t r a t i o n  i s  x Q, C may b e  d e t e r m i n e d  b y  

p l a c i n g  n = 0 a n d  s o l v i n g  th e  r e s u l t i n g  e q u a t i o n .  D e t e r m i n a ­

t i o n  o f  C l e a d s  t o

x n = U 0- y 0 A ) / ( a k + l ) n + y Q/ k  ( 7 )
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I t  i s  u s u a l l y  d e s i r e d  to  know how many c o n t a c t i n g s  a r e

n e c e s s a r y  t o  r e d u c e  t h e  i n i t i a l  c o n c e n t r a t i o n  x^ t o  the  

f i n a l  c o n c e n t r a t i o n  x ^ .  L e t t i n g  N he t h e  t o t a l  number o f  

u n i t s  and  s o l v i n g  f o r  N g i v e s

1 og( x0-  y0 / k ) / ( x -  y o A )
N = ( 8 )

l o g  ( ak + 1 )

A d i f f e r e n t i a t i o n  b e t w e e n  n and  N i s  made on t h e  b a s i s  

t h a t  N r e f e r s  s p e c i f i c a l l y  t o  t h e  t o t a l  number  o f  u n i t s  

w h i l e  n  may r e f e r  t o  a n y  u n i t  b e t w e e n  z e r o  and N. I f  t h e  

num ber  o f  u n i t s  i s  f i x e d ,  t h e  s o l v e n t  r a t i o  may be d e t e r m i n e d  

f ro m  (S )  a s  f o l l o w s

Ct+1 = ( l / k )
x0-y0/ k

xM-y0 A

l / N

( 9 )

* '.i

O

" 0

■)

J
A
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The e f f e c t  o f  th e  s o l v e n t  r a t i o  and  d i s t r i b u t i o n  c o ­

e f f i c i e n t  on t h e  number o f  r e q u i r e d  u n i t s  i s  shown i n  

F i g u r e  5 .  The p r o d u c t  ak  i 9 p l o t t e d  a g a i n s t  N f o r  c o n s t a n t  

v a l u e s  o f  th e  r a f f i n a t e  r a t i o ,  r  = ( x ^ - y ^ k ) / ( x Q- y 0 / k ) ,  

w h ich  i s  d e f i n e d  a s  th e  r a t i o  o f  t h e  m a t e r i a l  r e m a i n in g  

a f t e r  N t r e a t m e n t s  t h a t  may be removed by f u r t h e r  e x t r a c t i o n  

t o  t h e  maximum am ount  o f  m a t e r i a l  t h a t  co u ld  p o s s i b l y  be 

e x t r a c t e d  w i t h  an  i n f i n i t e  amount o f  s o l v e n t .  I t  i s  a p ­

p a r e n t  t h a t  f o r  s m a l l  v a l u e s  o f  a k ,  a l a r g e  number  o f  c o n ­

t a c t i n g s  a r e  r e q u i r e d .

D e c r e a s e  i n  C o n c e n t r a t i o n  p e r  C o n t a c t . The d e c r e a s e  

i n  c o n c e n t r a t i o n  f rom  th e  n t h  t o  t h e  ( n + l ) s t  c o n t a c t i n g  i s  

s i m p l y  x n- x n+1 = - & x n . Tak ing  t h e  f i r s t  d i f f e r e n c e  o f  

x^  i n  ( 7 )  and r e a r r a n g i n g  y i e l d s

a

A. •

N

.. j!iVL.r o i  ■ j i

Fivui 'O C
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n+1
-  A x n / ( x Q- y o / k )  = a k / ( a k + l )  ( 1 0 )

The q u a n t i t y  on t h e  l e f t  s i d e  o f  t h e  e q u a t i o n  r e p r e s e n t s  

t h e  r a t i o  o f  th e  d e c r e a s e  i n  c o n c e n t r a t i o n  p e r  c o n t a c t i n g  

t o  t h e  maximum p o s s i b l e  d e c r e a s e .  I n  F i g u r e  6 t h e  l o g a r i t h m  

o f  t h i s  r a t i o  i s  p l o t t e d  a g a i n s t  n  f o r  v a r i o u s  v a l u e s  o f  

a k .  W ith  v e r y  sm a l l  v a l u e s  o f  a k ,  t h e  d e c r e a s e  i n  c o n ­

c e n t r a t i o n  p e r  c o n t a c t i n g  d o e s  n o t  d r o p  v e r y  much w i t h  i n ­

c r e a s i n g  number  o f  u n i t s .  On t h e  o t h e r  h a n d ,  f o r  l a r g e  

v a l u e s  o f  a k ,  t h e  c o n c e n t r a t i o n  d r o p s  o f f  v e r y  r a p i d l y ,  and 

t h e  ch ange  i n  c o n c e n t r a t i o n  d e c r e a s e s  t o  a low v a l u e  i n  t h e  

f i r s t  f ew  t r e a t m e n t s .

M u l t i p l e  C o n t a c t  Washing W ith  F r e s h  S o l v e n t  i n  Each 

C o n t a c t i n g . I n  w ash in g  p r o c e s s e s ,  s o l u b l e  s u b s t a n c e s  a r e  

removed  f rom  t h e  s u r f a c e s  o f  i n s o l u b l e  m a t e r i a l s  b y  l i q u i d  

t r e a t m e n t .  I n  th e  s i m p l e s t  t y p e  o f  p r o c e s s  t h e  wet  s o l i d s  

a r e  t r e a t e d  w i t h  f r e s h  s o l v e n t ,  a g i t a t e d  an d  s e t t l e d ,  and  

t h e  s u p e r n a t a n t  l i q u i d  d raw n  o f f .  I f  t h e  t r e a t m e n t  i s  

r e p e a t e d ,  t h e  o p e r a t i o n  becom es  m u l t i p l e  c o n t a c t  i n  n a t u r e  

and  i s  s i m i l a r  to  th e  s o l v e n t  e x t r a c t i o n  p r o c e s s e s  p r e v i o u s l y  

d i s c u s s e d .

I n  b a t c h  p r o c e s s e s ,  t h e  w ash  l i q u i d  and s o l i d s  a r e  

m ix e d ;  and  a f t e r  t h e  c o n c e n t r a t i o n  o f  s o l u t e  h a s  become 

u n i f o r m ,  t h e  i n e r t  m a t e r i a l  i s  a l l o w e d  t o  s e t t l e .  The 

h e i g h t  t o  w hich  t h e  s u s p e n s i o n  s e t t l e s  d e t e r m i n e s  t h e  

amount o f  c l e a r  l i q u i d  t h a t  may be d raw n  o f f  an d  t h e  

amount o f  w a t e r  h e l d  i n  t h e  i n t e r s t i c e s  o f  t h e  i n e r t  s o l i d .
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The r a t i o  o f  t h e  mass o f  l i q u i d  on a s o l u t e - f r e e  b a s i s  d rawn  

o f f  f r o m  t h e  c l e a r  l a y e r  i n  a p a r t i c u l a r  c o n t a c t i n g  t o  t h e  

mass  o f  p u re  l i q u i d  r e t a i n e d  by  t h e  s o l i d  i s  d e s i g n a t e d  a s  

t h e  s o l v e n t  r a t i o  f o r  w a s h i n g .

I n  a s e r i e s  o f  t h i c k e n e r s  i n  which t h e  s o l i d s  a r e  pumped 

c o n t i n u o u s l y  f rom one u n i t  t o  a n o t h e r ,  t h e  r a t i o  o f  t h e  

( m a s s  o r  v o lum e)  r a t e  o f  c l e a r  l i q u i d  o v e r f l o w (  s o l u t e  f r e e  

b a s i s )  t o  t h e  r a t e  o f  f l o w  o f  l i q u o r  ( s o l u t e  f r e e  b a s i s )  

r e t a i n e d  by t h e  s o l i d s  ( u n d e r f l o w )  pumped t h r o u g h  t h e  

sy s te m  beco m es  th e  s o l v e n t  r a t i o .  The s o l v e n t  r e t a i n e d  by  

t h e  s o l i d s  i s  d e t e r m i n e d  by  th e  method o f  o p e r a t i o n  and 

t h e  p h y s i c a l  p r o p e r t i e s  o f  su sp e n d e d  m a t e r i a l  and w ash  

l i q u i d .  W h i le  i t  i s  d e s i r a b l e  t o  h a v e  a  lo w  l i q u o r  r e t e n t i o n  

i n  b a t c h  s e t t l e r s ,  enough  l i q u i d  m u s t  be l e f t  i n  t h e  s o l i d s  

i n  c o n t i n u o u s  t h i c k e n e r s  t o  p e r m i t  pum ping .

I f  m ix in g  i s  e f f i c i e n t ,  t h e  s o l u t e  i s  u n i f o r m l y  d i s ­

t r i b u t e d  t h r o u g h  t h e  s o l v e n t ;  and t h e  c o n c e n t r a t i o n ,  y ,  o f  

s o l u t e  i n  th e  o v e r f l o w  i s  e q u a l  t o  t h e  c o n c e n t r a t i o n ,  x ,  

o f  s o l u t e  i n  t h e  u n d e r f l o w .  T h i s  c o r r e s p o n d s  t o  h a v i n g  a  

d i s t r i b u t i o n  c o e f f i c i e n t  o f  u n i t y ,  i . e . ,  y  = x .  G r a p h i c a l l y  

t h i s  c o r r e s p o n d s  t o  h a v i n g  a 45° e q u i l i b r i u m  c u r v e  i n  F i g u r e  I .

C o n s t a n t  S o l v e n t  R a t i o . I f  t h e  s o l i d s  and  a d h e r i n g  

l i q u i d  a r e  s e p a r a t e d  i n  a  s i m i l a r  m a n n e r  i n  e a c h  t r e a t m e n t  

and t h e  s o l u t e  c o n c e n t r a t i o n  d o e s  n o t  a p p r e c i a b l y  a f f e c t  

t h e  p h y s i c a l  p r o p e r t i e s  o f  t h e  s o l u t i o n ,  t h e  p o u n d s  o f  

s o l v e n t  ( s o l u t e  f r e e  b a s i s )  r e t a i n e d  p e r  pound o f  i n e r t
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s o l i d  w i l l  b e  t h e  same i n  e a c h  c o n t a c t i n g .  U n d e r  normal  

o p e r a t i o n ,  e q u a l  q u a n t i t i e s  o f  l i q u i d  a r e  a d d e d  i n  e a c h  

s t e p  o f  t h e  p r o c e s s ;  an d ,  a s  a c o n s e q u e n c e ,  t h e  r a t i o ,  a ,  

o f  s o l v e n t  i n t r o d u c e d  and s u b s e q u e n t l y  drawn o f f  t o  th e  

s o l v e n t  r e t a i n e d  i s  a  c o n s t a n t .  T h i s  c o n d i t i o n  o f  c o n ­

s t a n t  s o l v e n t  r a t i o  p e r m i t s  a n  e a s y  g r a p h i c a l  o r  a n a l y t i c a l  

s o l u t i o n  o f  t h e  e q u a t i o n .  The s c h e m a t i c  d i a g r a m  shown i n  

F i g u r e  2 may be  u s e d  f o r  w a s h i n g  p r o v i d e d  b r e p r e s e n t s  t h e  

pounds  o f  w a t e r  ( o n  a  s o l u t e  f r e e  b a s i s )  a d h e r i n g  to  th e  

s u r f a c e  o f  one pound  o f  i n e r t  m a t e r i a l ;  x  and yQ r e p r e s e n t  

r e s p e c t i v e l y  t h e  c o n c e n t r a t i o n s  o f  s o l u t i o n  and s o l v e n t  

i n  p o u n d s  o f  s o l u t e  p e r  pound  o f  w a t e r ;  and  w i s  t h e  p o u n d s  

o f  wash w a t e r  a d d e d  p e r  pound  o f  i n e r t  i n  e a c h  s t a g e .  S i n c e  

y = x ,  t h e  m a t e r i a l  b a l a n c e  c o r r e s p o n d i n g  to  E q u a t i o n  ( 1 )  

become s

T h i s  e q u a t i o n  c a n  b e  s o lv e d  g r a p h i c a l l y  by  t h e  m e th o d s  

p r e s e n t e d  i n  F i g u r e s  3 and  4 .  E q u a t i o n  ( 4 )  i s  i d e n t i c a l  

w i t h  E q u a t i o n  ( 1 2 )  i f  k  i s  p l a c e d  e q u a l  t o  u n i t y .  The 

s o l u t i o n s  and d i s c u s s i o n  o f  E q u a t i o n  ( 4 )  a r e  a p p l i c a b l e  t o  

( 1 2 ) p r o v i d e d  k i s  p l a c e d  e q u a l  t o  u n i t y .

W hile  t h e  p r e v i o u s  f o r m u l a s  a r e  o f  l i m i t e d  a p p l i c a t i o n

( 11)

R e a r r a n g i n g

1 a  y
Xn+1 = a +1 Xn + a + l ( 1 2 )
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f o r  s o l v e n t  e x t r a c t i o n  b e c a u s e  o f  th e  a s s u m p t i o n  o f  c o n s t a n t  

k ,  no such  l i m i t a t i o n s  a r e  i n v o l v e d  i n  w a s h i n g .  The e q u a t i o n s  

m a y b e  u s e d  w i t h  c o n f i d e n c e .  The a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  s o l i d s  

e n t e r  t h e  p r o c e s s  c o n t a i n i n g  e x a c t l y  t h e  amount o f  s o l v e n t  

r e t a i n e d  i n  s u c c e e d i n g  s t a g e s  s h o u ld  be c a r e f u l l y  exam ined  

b e f o r e  e m p lo y in g  t h e  f o r m u l a s .  The s o l i d s  may e n t e r  w i t h  

o t h e r  t h a n  t h i s  amount  o f  m o i s t u r e ,  i n  w h ich  c a s e  t h e  f i r s t  

s t a g e  m us t  be  t r e a t e d  s e p a r a t e l y  from t h e  o t h e r s .

V a r i a b l e  S o l v e n t  R a t i o . I f  t h e  s o l v e n t  r e t a i n e d  by  

t h e  s o l i d s  v a r i e s  w i t h  t h e  s o l u t e  c o n c e n t r a t i o n ,  t h e  s o l v e n t  

r a t i o  w i l l  n o t  be  c o n s t a n t .  The g r a p h i c a l  s o l u t i o n  m us t  

t h e n  be m o d i f i e d  f o r  t h e  v a r i a t i o n  i n  s lo p e  o f  the  c o n ­

s t r u c t i o n  l i n e s .  C o n s i d e r  a sy s tem  i n  w hich  t h e  v a r i a t i o n  

o f  s o l v e n t  r e t a i n e d  w i t h  c o n c e n t r a t i o n  i s  known e x p e r i m e n t a l l y  

a s  i n d i c a t e d  by th e  b v s  x cu rv e  i n  F i g u r e  7 .  The z e r o  l i n e

f o r  t h i s  b v s  x  c u r v e  i s  c o n s t r u c t e d  a lo n g  t h e  l i n e  y = y Q.

As x i n c r e a s e s ,  t h e  v a l u e  o f  b a l s o  i n c r e a s e s ,  and t h e  

amount  o f  l i q u i d  r e t a i n e d  i s  d i f f e r e n t  i n  e a c h  s t a g e .  The 

s o l i d s  e n t e r  t h e  p r o c e s s  c o n t a i n i n g  b ( s o l u t e  f r e e  b a s i s )  

p o u n d s  o f  l i q u i d  p e r  pound o f  i n e r t  w i t h  a c o n c e n t r a t i o n  

x Q. The s o l v e n t  i n i t i a l l y  ad d ed  i s  e q u i v a l e n t  t o  wQ ( s o l u t e  

f r e e  b a s i s )  p o u n d s  o f  l i q u i d  p e r  pound o f  i n e r t  w i t h  a con ­

c e n t r a t i o n  y0 . The o p e r a t i o n  w i l l  u s u a l l y  be c a r r i e d  o u t  

so t h a t  t h e  t o t a l  am ount  o f  s o l v e n t  i s  c o n s t a n t  i n  e a c h

s t a g e ,  i . e . ,  w + b n = V. A m a t e r i a l  b a l a n c e  o v e r  t h e  f i r s t
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c o n t a c t i n g  y i e l d s

= - b 0/w 0 (

t o  o b t a i n  x  , a l i n e  o f  s l o p e  - h Q/w0 i s  drawn f ro m  t h e

p o i n t  ( x Q, y 0 ) t o  t h e  e q u i l i b r i u m  l i n e .  To o b t a i n  a l i n e

t h r o u g h  ( x 0 , y Q) h a v i n g  a  s l o p e  - b 0/w 0 , th e  f o l l o w i n g

p r o c e d u r e  i s  f o l l o w e d .  P o i n t  P i s  u s e d  a s  a c e n t e r  f o r

s t r i k i n g  an  a r c  o f  r a d i u s  wQ t h a t  i n t e r s e c t s  a  h o r i z o n t a l

l i n e  t h r o u g h  P a t  Q. A l i n e  f ro m  Q t o  ( x 0 , y Q) t h e n  h a s

t h e  d e s i r e d  s lo p e  and i n t e r s e c t s  t h e  45°  l i n e  a t  x  . F o r

t h e  seco n d  s t a g e ,  t h e  c o n s t r u c t i o n  l i n e  h a s  a s l o p e  - b , / w
1 1

where b^ i s  o b t a i n e d  a s  a  p o i n t  on t h e  s o l v e n t  r e t a i n e d

Wo

i___

I____

y,

x,  pounds a o i  i lo /p o u u d  i I  q u id
I ' lg  :ro 7
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c u r v e  c o r r e s p o n d i n g  t o  x^ ,  an d  w^ i s  g i v e n  by t h e  d i f f e r e n c e  

(V-h-^).  A l i n e  h a v i n g  s lo p e  - b 1 /w1 i s  d ra w n  f rom  t h e  p o i n t  

( x 1 , j Q) t o  t h e  45° l i n e  w hich  i t  i n t e r s e c t s  a t  Xg. T h is  

g r a p h i c a l  p r o c e s s  may be c a r r i e d  o u t  u n t i l  t h e  d e s i r e d  c o n ­

c e n t r a t i o n  h a s  b e e n  r e a c h e d .  Should  t h e  p r o c e s s  be c a r r i e d  

o u t  so t h a t  t h e  t o t a l  mass  o f  l i q u i d  p e r  s t a g e  i s  n o t  c o n ­

s t a n t ,  t h e  V l i n e  w i l l  n o t  be  h o r i z o n t a l .  When a c o n s t a n t

amount o f  s o l v e n t  i s  added  i n  e a c h  c o n t a c t i n g ,  t h e  t o t a l

s o l v e n t  l i n e  w i l l  be p a r a l l e l  t o  and above  t h e  b v s  x  c u r v e .

When th e  i n s o l u b l e  m a t e r i a l  e n t e r s  t h e  w ash in g  p r o c e s s  

c o n t a i n i n g  u n d i s s o l v e d  s o l u t e ,  t h e  g r a p h i c a l  p r o c e d u r e  m u s t  

be  f u r t h e r  m o d i f i e d .  I f  X r e p r e s e n t s  t h e  u n d i s s o l v e d  d r y  

s a l t  p e r  pound o f  i n e r t ,  d e f i n e  x ’ a s  f o l l o w s

where  b r e p r e s e n t s  t h e  pounds  o f  p u re  l i q u i d  r e t a i n e d  p e r

  „ pound o f  i n e r t  and  x  i s
■ ' ..........\ : i r ?  ■

t h e  c o n c e n t r a t i o n  o f

x* = X/b+x ( 1 4 )

x g and x 1 w i l l  e q u a l

X /b  + x  . A f t e r  a l l  t h e  s

u n d i s s o l v e d  s o l u t e  i s  r e ­

moved, x* r e d u c e s  t o  x .

p r e s e n t  x  w i l l  e q u a l  t h e

s a t u r a t i o n  c o n c e n t r a t i o n

s o l u t e  i n  t h e  l i q u i d .  When

u n d i s s o l v e d  s a l t s  a r e
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The e q u i l i b r i u m  c u r v e  p a s s e s  f rom  a 45°  l i n e  t o  a  s t r a i g h t  

h o r i z o n t a l  l i n e  a t  y = x  a s  t h e  e x t r a c t  h a s  a  s a t u r a t e do

c o m p o s i t i o n  r e g a r d l e s s  o f  t h e  p r e s e n c e  o f  u n d i s s o l v e d  s a l t .

A t  s a t u r a t i o n  t h e  l i q u i d  r e t a i n e d ,  b , p e r  pound o f  i n e r t* s
d o e s  n o t  change  w i t h  c h a n g i n g  x 1 and t h e  b v s  x  c u r v e  c h a n g e s  

shape  a t  x g . I f  th e  u n d i s s o l v e d  s a l t  h a s  no e f f e c t  on t h e  

r e t a i n e d  s o l v e n t ,  t h e  b v s  x  c u r v e  beco m es  a h o r i z o n t a l  l i n e .  

Shou ld  t h e  u n d i s s o l v e d  s a l t  a l s o  r e t a i n  s o l v e n t ,  th e  r e ­

t a i n e d  l i q u i d  l i n e  m us t  be  m o d i f i e d  a s  i n d i c a t e d  b y  t h e  

l i n e  OP. Suppose an i n e r t  s o l i d  c o n t a i n i n g  XQ pounds  o f  un ­

d i s s o l v e d  s a l t  p e r  pound o f  i n e r t  and  w e t  w i t h  b Q ( s o l u t e  

f r e e  b a s i s )  p o u n d s  o f  s a t u r a t e d  l i q u i d  p e r  pound o f  

i n e r t  i s  washed  i n  a m u l t i p l e  c o n t a c t  p r o c e s s  i n  w h ic h  t h e  

t o t a l  l i q u i d  p e r  pound o f  i n e r t  i n  e a c h  s t a g e  i s  c o n s t a n t  

and  e q u a l  t o  V. I f  u n d i s s o l v e d  s a l t  r e m a in s  and  th e  l i q u i d  

a d h e r i n g  t o  t h e  u n d i s s o l v e d  s a l t s  i s  n e g l e c t e d ,  a m a t e r i a l  

b a l a n c e  g i v e s

wo y o + bo x s + Xo = X1 + + ( 1 5 )

R e a r r a n g e m e n t  g i v e s

x s ~ 3Tq _ x s ~ y 0 _ _ ^ o  (1 6 )
x l A 0 -  X0 / b 0 X p  -  X0 ' b 0

( y n+l  -  y 0 >/<x 'n + l  -  x'n> = -VSi 0 7 )

i n  w hich  7n+1 e q u a l s  x g w h i l e  u n d i s s o l v e d  s a l t  i s  p r e s e n t
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an d  x _ when a l l  s o l u t e  i s  d i s s o l v e d  n+1
Second G r a p h i c a l  S o l u t i o n  F o r  V a r i a b l e  S o l v e n t  R a t i o . The 

g r a p h i c a l  s o l u t i o n  i l l u s t r a t e d  i n  F i g u r e  7 i s  e s s e n t i a l l y  a 

m o d i f i c a t i o n  o f  t h e  method shown i n  F i g u r e  3 .  A second  

method r e p r e s e n t i n g  a m o d i f i c a t i o n  o f  t h e  m ethod  p r e s e n t e d  

i n  F i g u r e  4 can  be  d e v e l o p e d .  C o n s i d e r  a m a t e r i a l  b a l a n c e  

a r o u n d  an  ( n + l ) s t  u n i t  a s  i n d i c a t e d  i n  F i g u r e  9 .  A s o l v e n t

so t h a t  b n + Wn+ -̂  = V, t h e n  (1 8 )  and  ( 1 9 )  c a n  be  combined 

t o  g i v e

S in c e  b n i s  a f u n c t i o n  o f  x n , t h e  s o l u t i o n  o f  t h i s  e q u a t i o n  

f a l l s  u n d e r  c a s e  I I  o f  s e c t i o n  A i n  P a r t  IV  o f  t h e  A p p en d ix .  

A p l o t  o f  x n+2 v s  Xj i s  made r e s u l t i n g  I n  a c u r v e d  o p e r a t i n g  

o r  m a t e r i a l  b a l a n c e  l i n e  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  s t r a i g h t  l i n e  

i n  F i g u r e  4 .  A f t e r  t h i s  o p e r a t i n g  l i n e  h a s  b e e n  p l o t t e d ,  

t h e  p r o c e d u r e  i s  i d e n t i c a l  w i t h  t h e  m ethod i l l u s t r a t e d  i n  

F i g u r e  4 o f  t h i s  c h a p t e r .

b a l a n c e  y i e l d s

where r e p r e s e n t s  th e

p o u n d s  o f  e x t r a c t  removed p e r

b a l a n c e  g i v e s

pound o f  i n e r t .  A s o l u t e

(1 8 )

F i g u r e  9 * n + l  b n + l  + x n + l  w

X f  + 'n e  o p e r a i  ion i s  e a r n e d  oirt ( 1 9 )

( 2 0 )
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I f  t h e  amount  o f  s o l v e n t ,  w , added t o  e a c h  s t a g e  i s  

c o n s t a n t ,  E q u a t i o n  (2 0 )  m u s t  be m o d i f i e d  a s  f o l l o w s

x ^  x n + - ^ t -  (22n +1 nr-± n bn

A s l i g h t l y  d i f f e r e n t  o p e r a t i n g  l i n e  r e s u l t s  f rom  p l o t t i n g  

t h i s  e q u a t i o n .

Minimum C o n c e n t r a t i o n . Prom E q u a t i o n  ( 7 )  i t  c an  be 

s e en  t h a t  th e  minimum c o n c e n t r a t i o n  o b t a i n a b l e  i s  yQ/ k  

w h ic h  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  c o n c e n t r a t i o n  o f  a s o l u t i o n  i n  

e q u i l i b r i u m  w i t h  t h e  e x t r a c t i n g  l i q u i d .  To o b t a i n  t h i s  

c o n c e n t r a t i o n  t h e  t e rm  ( ak  + 1 ) m us t  become i n f i n i t e .

Thus ,  e i t h e r  a k  o r  N m u s t  b e  i n f i n i t e ;  i n  e i t h e r  c a s e  an  

i n f i n i t e  amount o f  s o l v e n t  i s  r e q u i r e d .  As a f i n i t e  amount 

o f  s o l v e n t  i s  a lw a y s  e m p lo y e d ,  i t  i s  n a t u r a l  t o  i n q u i r e  

what  minimum c o n c e n t r a t i o n  i s  o b t a i n a b l e  w i t h  some d e f i n i t e  

q u a n t i t y  o f  s o l v e n t .  Suppose  b p o u n d s  o f  A c o n t a i n i n g  b x Q 

p o u n d s  o f  3 a r e  t r e a t e d  w i t h  a  t o t a l  o f  W p o u n d s  o f  C 

c o n t a i n i n g  WyQ pounds  o f  B. L e t  t h e  s o l v e n t  b e  d i v i d e d  

i n t o  N e q u a l  p a r t s  f o r  c o n t a c t i n g  so t h a t  W/N p o u n d s  o f  

s o l v e n t  w i l l  b e  u sed  i n  e a c h  t r e a t m e n t .  D e f i n i n g  th e  

o v e r a l l  s o l v e n t  r a t i o  a s  A = W/b, E q u a t i o n  ( 7 )  becomes 

on r e p l a c i n g  a  b y  A/N

(  to  -  , /E,
*N = 777/  , + yo A  (23(aV m  -»Y
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The l i m i t  o f  t h i s  e x p r e s s i o n  a s  N a p p r o a c h e s  i n f i n i t y  g i v e s  

t h e  minimum c o n c e n t r a t i o n  x ^ .  To f i n d  t h i s  l i m i t ,  p l a c e  

( 2 3 )  i n  t h e  f o l l o w i n g  form

# .

T T T / T Z  ( 2 3 a )

A l l o w i n g  N t o  hecome i n f i n i t e  i n  (2 3 a )  l e a d s  to  t h e  

i n d e t e r m i n a t e  fo rm  0 / 0  w h ich  may be  e v a l u a t e d  b y  L ' H o s p i t a l ' s  

r u l e  t o  g i v e

-kA
x i = <x o “ y0 ^ )e + y 0 A  <2 4 )

T h i s  i s  t h e  c o n c e n t r a t i o n  t h a t  would r e s u l t  i f  t h e  s o l u t i o n  

were  t r e a t e d  c o n t i n u o u s l y  w i t h  s o l v e n t  w h i l e  t h e  e x t r a c t  

was  removed s i m u l t a n e o u s l y .  T h i s  i n f i n i t e  s t a g e  p r o c e s s  

c o r r e s p o n d s  t o  a d i f f e r e n t i a l  p r o c e s s  and  m us t  have  t h e  same 

s o l u t i o n  t h a t  r e s u l t s  f rom  s o l v i n g  t h e  e q u a t i o n s  o f  d i f f e r e n t i a l  

b a t c h  e x t r a c t i o n .

To show t h a t  t h i s  i s  t r u e ,  c o n s i d e r  a  m i x t u r e  c o n ­

t a i n i n g  b p o u n d s  o f  A and  b x Q p o u n d s  o f  B w h ic h  i s  t r e a t e d  

d i f f e r e n t i a l l y  w i t h  a  s o l v e n t  c o n s i s t i n g  o f  W pounds  o f  C 

an d  YJy0 p o u n d s  B.  A d i f f e r e n t i a l  m a t e r i a l  b a l a n c e  y i e l d s  

( x  an d  y  i n  m ass  r a t i o  u n i t s )

- b d x  = ( y  -  y 0 )dW ( 2 5 )

R e a r r a n g i n g  and  i n t e g r a t i n g  g i v e s

* ^  w  , = -  — = -A ( 2 6 )
D

A0
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I f  t h e  d i s t r i b u t i o n  law  h o l d s  and y = k x ,  i n t e g r a t i o n

p r o d u c e s

x  = (xq -  y0 / k ) e  + y0 / k ( 27 )

T h i s  i s  th e  same e x p r e s s i o n  a 9 d e r i v e d  f o r  t h e  minimum c o n ­

c e n t r a t i o n  i n  e q u a t i o n  ( 2 4 ) .  F o r  w a s h in g  i t  i s  s im p ly  

n e c e s s a r y  t o  p l a c e  k  = 1 . I f  t h e  same t o t a l  s o l v e n t  i s  

u s e d  i n  b o t h  a  m u l t i p l e  c o n t a c t  p r o c e s s  u s i n g  f r e s h  s o l v e n t  

and  a d i f f e r e n t i a l  e x t r a c t i o n ,  t h e  r a t i o  o f  t h e  e x t r a c t a b l e  

m a t e r i a l  removed i n  t h e  f i r s t  c a s e  t o  t h e  m a t e r i a l  removed  

i n  t h e  l a t t e r  i s  i d e n t i c a l  w i t h  t h e  r e l a t i v e  e f f i c i e n c y  a s  

g i v e n  i n  E q u a t i o n  ( 2 8 ) .
30R e l a t i v e  E f f i c i e n c y . I f  t h e  o v e r a l l  s o l v e n t  r a t i o  i s

A, th e  maximum r e d u c t i o n  i n  c o n c e n t r a t i o n  i s  x Q -  x^ =
-kA( x Q -  y0 /jfL)(l -  e ) and t h e  a c t u a l  r e d u c t i o n  f o r  N t o t a l  

u n i t s  i s  x Q -  Xjj . The r a t i o  o f  t h e s e  two q u a n t i t i e s  i s  a 

m e a su re  o f  t h e  r e l a t i v e  e f f i c i e n c y  o f  t h e  e x t r a c t i o n  p r o c e s s .  

The r e l a t i v e  e f f i c i e n c y ,  E , i s  d e f i n e d  m a t h e m a t i c a l l y  by

A p l o t  o f  r e l a t i v e  e f f i c i e n c y  v s  kA f o r  c o n s t a n t  v a l u e s  o f  

N i s  shown i n  F i g u r e  1 0 .  E„  u n d e r g o e s  a  minimum 'when kA
T\T

h a s  a  v a l u e  o f  1 . 6 .  T h i s  may be shown by  s e t t i n g  th e  

d e r i v a t i v e  d E ^ /d (k A )  e q u a l  t o  z e r o  and s o l v i n g  f o r  kA. 

I n v e s t i g a t i o n  o f  F i g u r e  10 l e a d s  t o  t h e  c o n c l u s i o n  t h a t  

t h e  u s e  o f  more t h a n  f i v e  u n i t s  s h o u ld  be c a r e f u l l y  c o n s i d e r e d

( 2 8 a )

N -kA
) (2 8 b )

Reproduced with permission of the copyright owner. Further reproduction prohibited without permission.



a s  no l e s s  t h a n  94 p e r  c e n t  o f  th e  e x t r a c t a b l e  m a t e r i a l  i s  

e x t r a c t e d ,  and l i t t l e  im p ro v em en t  i s  o b t a i n e d  by  a d d in g  

more s t a g e s .

O v e r a l l  E f f i c i e n c y . The r e l a t i v e  e f f i c i e n c y  a f f o r d s  

an  i n s i g h t  i n t o  th e  a p p r o a c h  t o  p e r f e c t i o n  o f  a g i v e n  

o p e r a t i o n  b u t  sh e d s  no l i g h t  on o v e r a l l  r e c o v e r y .  The 

o v e r a l l  e f f i c i e n c y ,  e N, i s  d e f i n e d  a s  t h e  r a t i o  o f  m a t e r i a l  

r e c o v e r e d  t o  th e  t o t a l  m a t e r i a l  o r i g i n a l l y  p r e s e n t .  'Thus

and  h e n c e ,  t h e  o v e r a l l  e f f i c i e n c y  i s  n o t  i n d e p e n d e n t  o f  

x Q and yQ . The maximum o v e r a l l  e f f i c i e n c y ,  e ^ ,  i s  o b t a i n e d  

when N becom es  i n f i n i t e  and i s

From t h e  d e f i n i t i o n s  o f  e^  and i t  may be  shown t h a t

e n = e i ~ n  <3 1 )
I n  a d d i t i o n  to  EN, e^ i s  a l s o  p l o t t e d  on F i g u r e  10 f o r

v a r i o u s  v a l u e s  o f  y 0 / k x Q. t h i s  c u r v e  shows a s h a r p  r i s e  

f o r  t h e  r e g i o n  in  which kA i s  l e s s  t h a n  4.  I t  i s  o b v i o u s  

t h a t  o p e r a t i o n  w i t h  more t h a n  f i v e  c o n t a c t i n g s  and  a v a l u e  

o f  kA g r e a t e r  t h a n  f o u r  s h o u l d  be c a r e f u l l y  i n v e s t i g a t e d  

s i n c e  t h e  e f f i c i e n c y  a p p r o a c h e s  a maximum i n  t h i s  r e g i o n .

D i l u t i o n  R a t i o . The r a t i o  o f  t h e  p o u n d s  o f  e x t r a c t a b l e  

m a t e r i a l  removed t o  t h e  t o t a l  p o u n d s  o f  s o l v e n t  u s e d  i s  a  

m e a su re  o f  t h e  e f f i c i e n c y  w i t h  w h ich  t h e  s o l v e n t  i s  e m p lo y ed .

x n > / xo = d  -  y0 / k x o) " W/ (N + kA)]

( 2 9 )

e i  = ( !  -  y 0 / k x Q) ( l  -  e _kA) (3 0 )
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I f  a l l  t h e  e x t r a c t s  a r e  c o m b in e d ,  t h e  c o n c e n t r a t i o n  o f  

e x t r a c t a b l e  m a t e r i a l  i n  t h i s  t o t a l  e x t r a c t  i s  d e f i n e d  a s  

th e  d i l u t i o n  r a t i o  D.

D = b ( x 0 -  xn ) / N w = ( x Q -  x N)/Na = ( x Q -  xn ) / A  ( 3 2 )

C o u n t e r c u r r e n t  E x t r a c t i o n

I n  c o c u r r e n t  e x t r a c t i o n  r e l a t i v e  l a r g e  vo lum es  o f  

s o l v e n t  a r e  r e q u i r e d  f o r  e f f e c t i v e  s e p a r a t i o n  a s  compared 

w i t h  c o u n t e r c u r r e n t  e x t r a c t i o n .  E x t r a c t s  w i t h  low c o n ­

c e n t r a t i o n s  r e s u l t ;  and  i f  e v a p o r a t i o n  o r  d i s t i l l a t i o n  o f  

t h e  e x t r a c t  i s  n e c e s s a r y ,  e x c e s s i v e  am ounts  o f  h e a t  may be  

r e q u i r e d .  C o c u r r e n t  e x t r a c t i o n  may be  o f  i m p o r t a n c e  when 

t h e  s o l v e n t  i s  c h e a p ,  and  t h e  s o l u b l e  s u b s t a n c e s  a r e  o f  no 

v a l u e .  The e x t r a c t  may t h e n  be  d i s c a r d e d  w i t h o u t  econom ic  

l o s s .  I f  t h e  weak e x t r a c t s  a r e  u s e d  f o r  f u r t h e r  e x t r a c t i o n  

i n  c o u n t e r c u r r e n t  o p e r a t i o n ,  a  c o n s i d e r a b l e  s a v i n g  o f  s o l ­

v e n t  r e s u l t s .
3 0 , 4

I n  t h e  g e n e r a l  c a s e  o f  t h r e e  com ponent  c o u n t e r c u r r e n t  

e x t r a c t i o n  where t h e  s o l v e n t s  a r e  p a r t i a l l y  m i s c i b l e ,  th e  

t r i a n g u l a r  d i a g r a m  must  be em ployed  t o  o b t a i n  t h e  r e l a t i o n ­

s h i p  b e t w e e n  t h e  number o f  s t a g e s  and  th e  o t h e r  v a r i a b l e s .

I f  two o f  t h e  c o m p o n en ts  a r e  i m m i s c i b l e  i t  i s  p o s s i b l e  t o

o b t a i n  g r a p h i c a l  an d  a n a l y t i c a l  s o l u t i o n s  s i m i l a r  t o  t h o s e  
out

c a r r i e d ^ f o r  c o c u r r e n t  o p e r a t i o n s .

I m m i s c i b l e  S o l v e n t s . C o n s i d e r  a  sys tem  h a v i n g  t h e  t h r e e
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co m p o n en ts  A, B, and C i n  which  A a n d  C a r e  c o m p l e t e l y  

i m m i s c i b l e .  Component B d i s t r i b u t e s  i t s e l f  b e t w e e n  th e  

A and C p h a s e s  b e i n g  a t  l e a s t  p a r t i a l l y  m i s c i b l e  w i t h  e a c h  

o f  t h e  c o m p o n en ts  A and C. Suppose t h a t  C i s  u s e d  a s  a 

s o l v e n t  f o r  e x t r a c t i n g  B f rom  th e  A p h a s e .  I t  i s  u n n e c e s s a r y  

to  c o n s i d e r  m a t e r i a l  b a l a n c e s  f o r  co m ponen ts  A an d  C b e c a u s e  

o f  t h e i r  i m m i s c i b i l i t y . W hi le  t h e  p r o b le m  may be  s o lv e d  

on t r i a n g u l a r  c o o r d i n a t e s ,  i t  i s  e a s i e r  t o  e m p lo y  mass 

r a t i o  u n i t s  on C a r t e s i a n  c o o r d i n a t e s .

I n  t h e  c o u n t e r c u r r e n t  p r o c e s s  shown i n  F i g u r e  11 ,  w 

pounds  p e r  h o u r  o f  C c o n t a i n i n g  wy p o u n d s  o f  B a r e  i n t r o ­

d u ced  a s  s o l v e n t  a t  one end  o f  t h e  p r o c e s s  and  b pounds  p e r  

h o u r  o f  A c o n t a i n i n g  b x Q pounds  o f  B I s  i n t r o d u c e d  a t  th e  

o p p o s i t e  e n d .  The r a f f i n a t e s  and  e x t r a c t s  a r e  pumped 

c o n t i n u o u s l y  t h r o u g h  t h e  p r o c e s s  i n  a c o u n t e r c u r r e n t  

f a s h i o n .  T h re e  u s e f u l  m a t e r i a l  b a l a n c e s  may be  w r i t t e n  f o r

i^xtrac ts

F i n a l  e x t r a c t F r e s h  s o l v e n t  
V,T  o
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t h i s  p r o c e s s :  ( 1 ) a m a t e r i a l  "ba lance  a r o u n d  t h e  ( n + l ) s t

u n i t  and a d j o i n i n g  s t a g e s ;  ( 2 ) a  m a t e r i a l  b a l a n c e  o v e r  t h e  

f i r s t  n u n i t s  o r  f rom t h e  ( n + l ) s t  t o  t h e  N th  s t a g e  and  

( 3 )  a m a t e r i a l  b a l a n c e  a r o u n d  t h e  e n t i r e  p r o c e s s .  I f  w/b 

I s  d e f i n e d  a s  t h e  s o l v e n t  r a t i o ,  t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n s  

a r e  o b t a i n e d ;

a .  M a t e r i a l  b a l a n c e  a r o u n d  ( n + l ) s t  u n i t

^ n + l  + * n + l  = a Jn+ 2  + *n ( 3 3 >

o r

a <yn + 2  -  yn+l>  = * n + l  -  = a A W  = A x n <3 4 >

b .  M a t e r i a l  b a l a n c e  a r o u n d  f i r s t  ri u n i t s

a n  + *n = ^ n + i + x o <3 5 >

7 n+1 = U / a ) * n  + ( 7 !  -  * 0 / a )  ( 3 6 )

c .  M a t e r i a l  b a l a n c e  a r o u n d  e n t i r e  p r o c e s s

a j l  + x n = a 70 + x o

I n  g e n e r a l ,  x Q and yQ a r e  i n d e p e n d e n t  o f  p r o c e s s  o p e r a t i o n  

a n d ,  h e n c e ,  f i x e d .  Two o f  t h e  t h r e e  r e m a i n i n g  q u a n t i t i e s  

m u s t  t h e n  be s p e c i f i e d  i n  o r d e r  t h a t  a l l  v a r i a b l e s  i n  ( 3 4 )  

be  d e t e r m i n e d .

E q u a t i o n  (3 3 )  can  b e  i n t e g r a t e d  t o  g i v e  y n+i  -  ( l / a ) x n + C 

w h ich  i s  o f  e x a c t l y  t h e  same fo rm  a s  ( 3 6 ) .  I t  i s  o b v i o u s  

t h a t  t h e  a b o v e  c o n s t a n t  o f  i n t e g r a t i o n  i s  s im p ly  ( y-j_ -  xQ/ a ) .

A m a t e r i a l  b a l a n c e  a r o u n d  a n  ( n + l ) s t  and  a d j o i n i n g  s t a g e s  

l e a d s  t o  a  second  o r d e r  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n ,  an d  t h e  f i r s t
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i n t e g r a l  o f  t h i s  s e c o n d  o r d e r  e q u a t i o n  i s  n e c e s s a r i l y  o f  

t h e  same fo rm  a s  t h e  e q u a t i o n  o b t a i n e d  d i r e c t l y  f rom  a 

m a t e r i a l  b a l a n c e  o v e r  th e  f i r s t  n u n i t s  o r  o v e r  t h e  p o r t i o n  

o f  t h e  p r o c e s s  i n c l u d i n g  t h e  ( n + l ) s t  and  N ( th )  s t a g e s .

G r a p h i c a l  S o l u t i o n s . The number  o f  t h e o r e t i c a l  s t a g e s  

r e q u i r e d  t o  r e d u c e  th e  i n i t i a l  c o n c e n t r a t i o n ,  x Q, t o  some 

p r e d e t e r m i n e d  v a l u e  can  be  o b t a i n e d  f ro m  E q u a t i o n  ( 3 6 ) .

T h i s  e q u a t i o n ,  w h ic h  b e l o n g s  t o  t h e  c a s e  c o n s i d e r e d  i n  

s e c t i o n  D i n  P a r t  IV  o f  t h e  A p p e n d ix ,  c o n t a i n s  t h e  t h r e e  

v a r i a b l e s  x n , yn a n d  n .  B e f o r e  a s o l u t i o n  can  be  o b t a i n e d ,  

it i s  n e c e s s a r y  t o  h a v e  a  r e l a t i o n s h i p  b e tw e e n  x n and  y  .

I f  i t  i s  a ssum ed t h a t  t h e  s t a g e s  a r e  t h e o r e t i c a l ,  x n and yn 

w i l l  be  i n  e q u i l i b r i u m .  Prom E q u a t i o n  ( 3 6 ) ,  i t  c a n  be 

seen  t h a t  yn+]_ i s  a l i n e a r  f u n c t i o n  o f  xn . The p l o t  o f  t h i s

l i n e a r  f u n c t i o n  i n  F i g u r e  12 

i s  t e r m e d  th e  o p e r a t i n g  o r  

m a t e r i a l  b a l a n c e  l i n e .  The

F i g u r e  12

j j  p o i n t s  U q , ^ ) ,  ( x 1 , y 2 ) ,

( x 2 , y 3 ) ,  e t c . ,  l i e  on t h i s  

l i n e  w h i l e  t h e  p o i n t s  ( x ^ y ^ ) ,  

( X g , y g ) ,  ® t c • t l i e

on t h e  e q u i l i b r i u m  c u r v e .  I f  

x Q i s  s p e c i f i e d ,  t h e  p o i n t  

U 0 *yi> ca n  b® l o c a t e d  on t h e  

m a t e r i a l  b a l a n c e  l i n e .  W i th  

y1 , t h e  p o i n t  ( x ^ y . ^ )  i s  f o u n d
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on th e  e q u i l i b r i u m  c u r v e .  T h i s  p r o c e d u r e  c a n  be c o n t i n u e d  

u n t i l  t h e  f i n a l  c o n c e n t r a t i o n  i s  r e a c h e d .  The number  o f  

t h e o r e t i c a l  s t a g e s  i s  o b t a i n e d  by  c o u n t i n g  t h e  p o i n t s

( x 1 , y 1 ) ,  ( x 2 , y 2 ) ,  ..........  ( x n»yn> on t h e  e q u i l i b r i u m  c u r v e  a s

e a c h  o f  t h e s e  p o i n t s  c o r r e s p o n d s  t o  a s t a g e .

Minimum S o l v e n t  R a t i o . Under  u s u a l  c o n d i t i o n s ,  t h e  

c o n c e n t r a t i o n s  o f  t h e  f e e d ,  x Q, and  s o l v e n t ,  y  , a r e  f i x e d .

I f  i t  I s  d e s i r e d  t o  r e d u c e  th e  c o n c e n t r a t i o n  t o  some p a r t i c u l a r

v a l u e  x ^ ,  t h e r e  i s  a minimum 

s o l v e n t  r a t i o  w i t h  which  

th e  d e s i r e d  s e p a r a t i o n  may 

be a c c o m p l i s h e d .  I f  Xjj 

and y Q a r e  s p e c i f i e d ,  t h e  

p o i n t  ( x N, y Q) c o r r e s p o n d i n g  

t o  P i n  F i g u r e  12 i s  d e t e r ­

m in ed .  A n o th e r  p o i n t  on 

th e  o p e r a t i n g  l i n e  i s  ( x Q, y ^ ) .  

x 0 As x Q i s  p r e d e t e r m i n e d ,  y-^,

, mus t  be so d e t e r m i n e d  t h a tr i g u r e  15
t h e  s o l v e n t  r a t i o  w i l l  be  a  

minimum. As th e  s l o p s  o f  t h e  o p e r a t i n g  l i n e  i s  t h e  r e c i p ­

r o c a l  o f  t h e  s o l v e n t  r a t i o ,  y^ must  b e  so p l a c e d  t h a t  th e  

s lo p e  w i l l  have  i t s  l a r g e s t  p o s s i b l e  v a l u e .  T h i s  v a l u e  i s

d e t e r m i n e d  a s  th e  i n t e r s e c t i o n ,  Q, o f  t h e  l i n e  x  = x  ando
t h e  e q u i l i b r i u m  c u r v e .  W ith  t h i s  v a l u e  o f  y ^ ,  t h e r e  w i l l  be
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a n  i n f i n i t e  number o f  t h e o r e t i c a l  s t a g e s .  The minimum 

s o l v e n t  r a t i o  i s  t h e  r e c i p r o c a l  o f  t h e  s lo p e  o f  th e  l i n e  PQ.

a m in .  = ( x Q -  x n ) / ( y ]L -  y Q) ( 3 8 )

?£inlmum C o n c e n t r a t i o n . W ith  g i v e n  v a l u e s  o f  x Q and  yQ,

^ o  o  f t o l  rn  i  yy ^  m n w  A A n  *h Y»Q 4*^ A n  +* A
'J 1 iw J - ’ J J.U ’—i. W W — Uil t'iiU J. v -L "u* v-. liiX k A .-t. L is . Vrftiii s/ v iav »* y * “ v — <>* » v ̂

w h ic h  x  c a n  b e  r e d u c e d  w i t h  a  g i v e n  s o l v e n t  r a t i o .  The 
n

minimum v a l u e  w i l l  be r e a c h e d  when t h e  num ber  o f  t h e o r e t i c a l

s t a g e s  b ec o m e s  i n f i n i t e .  To 

o b t a i n  a n  i n f i n i t e  number o f  

s t a g e 3, t h e  o p e r a t i n g  l i n e  and  

e q u i l i b r i u m  c u r v e  must  i n t e r ­

s e c t  e i t h e r  a t  ( x  , y  ) o rn  o
( x Q, y ^ ) .  I f  t h e  s o l v e n t  r a t i o  

i s  l a r g e r  t h a n  t h e  r e c i p r o c a l  

o f  t h e  s l o p e  AQ a s  i s  t h e  c a s e  

w i t h  l i n e  AB, th e  m a t e r i a l  

b a l a n c e  l i n e  i n t e r s e c t s  th e  

e q u i l i b r i u m  c u r v e  a t  A; and 

t h e  minimum c o n c e n t r a t i o n  c o r ­

r e s p o n d s  t o  a  s o l u t i o n  i n  e q u i l i b r i u m  w i t h  t h e  i n c o m in g  

s o l v e n t .  I f  t h e  s o l v e n t  r a t i o  i s  s m a l l e r  t h a n  t h e  r e c i p r o c a l  

o f  t h e  s lo p e  AQ, a s  would  be t h e  c a s e  w i t h  l i n e  PQ, t h e  

minimum c o n c e n t r a t i o n  i s  g i v e n  b y  p o i n t  P .  I n  t h i s  c a s e ,  

t h e  o u t g o i n g  e x t r a c t  i s  i n  e q u i l i b r i u m  w i t h  t h e  i n c o m in g  

s o l u t i o n .

. , :urc 14
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C o n s t a n t  D i s t r i b u t i o n  C o e f f i c i e n t . I f  t h e  e q u i l i b r i u m  

cu rv e  i s  s t r a i g h t  and  k i s  c o n s t a n t ,  a n a l y t i c a l  s o l u t i o n s  

may be  o b t a i n e d .  I f  t h e  s u b s t i t u t i o n  y = k x  i s  made,

E q u a t i o n s  ( 3 3 ) ,  a n d ' (3 6 )  and  (37 )  become

*n+2 " [(ak+D/akl x n + i  + ( l / a k ) x n = 0 (39 )

xn + l  -  U M )  x n = ( x i - x 0 / a k ) = ( a y 0 - - N )ak  ( 4 0 )

a k x l  + XN = a y0+xo (4 1 )

The s o l u t i o n s  o f  t h e  second  o r d e r  e q u a t i o n  I n  ( 3 9 )  and  t h e  

f i r s t  o r d e r  e q u a t i o n  i n  ( 4 0 )  m us t  be t h e  same a s  b o t h  a r e  

d e r i v e d  f rom  t h e  same p h y s i c a l  p r o b l e m .

To s o l v e  ( 3 9 ) ,  f i r s t  p l a c e  i n  s t a n d a r d  fo rm

„ 2  aiL  + i -p 1 _
E "  ~ T J T  E  + Xn = 0 ( 4 2 a )

F a c t o r i n g  t h i s  e q u a t i o n  g i v e s

(E -  1 ) ( E  -  l / a k ) x n  = 0 ( 4 2 b )

T h i s  e q u a t i o n  h a s  t h e  r o o t s  u n i t y  and l / a k ,  a n d ,  h e n c e ,  

t h e  g e n e r a l  s o l u t i o n  becomes

+ C2 ( l / a k ) n a k  ^  1

I n  o r d e r  t o  o b t a i n  and Cg,  t h e  two c o n d i t i o n s ;  xn = x q 

when n  = 0 , and x^  = ( a y Q + x Q -  xn ) / a k  a s  o b t a i n e d  from 

( 4 1 )  m u s t  b e  e m p lo y e d .  Thus

( 4 3 )

x .  = C + C 
1 1 2

( 4 4 a )
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5 4 .

X1 = ( a y o + x o " x n ) / ak = Gi  + C2/ a k  (4 4 5 )

S o l v i n g  f o r  C-̂  and  Cg g i v e s

°1 = ( a y 0 '  x n ) A a k  -  D  ( 4 4 c )

c 2 = [ &y 0 -  x 0 ( a k  -  1 )  -  x n] / ( l  -  a k )  (4 4 d )

These  v a l u e s  can  h e  s u b s t i t u t e d  i n  ( 4 3 )  to  g i v e  t h e  c o m p l e t e  

a n s w e r .

The s o l u t i o n  o f  (4 0 )  i s  g i v e n  by  t h e  sum o f  t h e  s o l u t i o n

o f  t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n ,  c ( l / a k ) n , p l u s  a p a r t i c u l a r  s o l u t i o n

o f  t h e  c o m p le t e  e q u a t i o n ,  ( a y Q -  xn ) / ( a k  -  1 ) .  Thus

x n = C ( l / a k ) n + ( a y Q -  x n ) / ( a k  -  1 )  ak  4  1 ( 4 5 )

The c o n s t a n t  C i n  t h i s  e q u a t i o n  i s  i d e n t i c a l  w i t h  Cg.

E a u a t i o n  (4 5 )  g i v e s  t h e  v a l u e  o f  x  i n  a n y  n t h  u n i t .n
Of more  i n t e r e s t  i s  t h e  number  o f  u n i t s ,  N, n e c e s s a r y  t o  

r e d u c e  x Q t o  x  . To o b t a i n  t h i s  i n f o r m a t i o n  p l a c e  n = N,

and  s o lv e  f o r  N.

1 (ak  -  l ) x 0 -  a y 0 + x N 1 k x Q -  y]_

N "  l o g  ak l 0 S  a ( k x N -  + x n  ~ l o S ak  l 0 g  k x N -  7 0

( 4 5 )

The d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  v a l u e  o f  a  f rom  ( 4 6 )  may be  c a r r i e d  

o u t  b y  s u c c e s s i v e  a p p r o x i m a t i o n s .

P r o d u c t  ak i s  U n i t y . I f  t h e  q u a n t i t y  ak  i s  u n i t y ,  

E q u a t i o n  ( 4 6 )  r e d u c e s  t o  th e  i n d e t e r m i n a t e  0 / 0 .  ’JVhile t h i s  

i n d e t e r m i n a t e  may be e v a l u a t e d ,  i t  i s  b e t t e r  t o  r e t u r n  t o  

t h e  o r i g i n a l  d i f f e r e n c e  E q u a t i o n  ( 4 0 )  w h ich  may be p l a c e d
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5 5 .

i n  th e  f o l l o w i n g  form

x -  x  = a y  -  x M (4 7 )n+i  n ‘'o  n
~he s o l u t i o n  o f  ( 4 7 )  s u b j e c t  to  an i n i t i a l  c o n c e n t r a t i o n  o f

x i s  o

xn = -  x i )n + x o
L e t t i n g  n = N and s o l v i n g  f o r  N g i v e s

n = ( xo -  xn- ) / u n -  y 0 / k )

( 4 8 a )

( 4 8 b )

- in imum C o n c e n t r a t i o n .  S o l v i n g  f o r  xM i n  (4 6 )  g i v e s

(ak  -  l ) x 0 + ( y Q/ k )
N + l )

( a k )  -  ak

XN < a k ) (N+1) -  1
ak 4  1

( 4 9 a )

I f  ak = 1 ,  Xj- i s  o b t a i n e d  from (4 8 b )

x M = ( x  + Ny , /k ) / (N  + 1 ) ( 4 9 b )N o •'o '

I t  i s  i m p o r t a n t  to  d i f f e r e n t i a t e  b e tw e e n  x n and x N. The 

v a r i a b l e  x^ r e p r e s e n t s  th e  c o n c e n t r a t i o n  in  a n y  a r b i t r a r y  

s t a g e  w i t h  a f i x e d  x . I n  E o u a t i o n s  ( 4 9 a )  and ( 4 9 b ) ,  t h e  

v a r i a t i o n  o f  x^ w i t h  M and th e  v a r i o u s  p a r a m e t e r s  i s  g i v e n .

I t  i s  n o t  p o s s i b l e  ^o u se  t h i s  eoua '  i o n  to  o b t a i n  v a l u e s  

o f  th e  l i o u i d  c o n c e n t r a  t i o n  i n  i n t e r m e d i a t e  s t a g e s .

The minimum c o n c e n t r a t i o n  x^ i s  o b t a i n e d  when N becomes 

i n f i n i t e .  Two d i f f e r e n t  l i m i t s  a r e  a p p r o a c h e d  by x^  d e ­

p e n d i n g  on w h e t h e r  s k  i s  g r e a t e r  o r  l e s s  t h a n  u n i t y .  I f
N+l

ak < 1 i n  ( 4 9 a )  t h e  q u a n t i t y  ( a k )  w i l l  a p p r o a c h  z e ro  a s
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N a p p r o a c h e s  I n f i n i t y  w h i l e  i f  ak  > 1 ,  ( a k ) ^ +^ a p p r o a c h e s  

i n f i n i t y .  Thus t h e  minimum c o n c e n t r a t i o n  i s  g i v e n  by

x i  = ^ o A  a k  > 1 ( 5 0 a )

= a y Q + ( 1  -  a k ) x Q ak £  1 (5 0 b )

R e l a t i v e  E f f i c i e n c y . The r e l a t i v e  e f f i c i e n c y  a s  d e ­

f i n e d  b y  E q u a t i o n  ( 2 8 )  i s  t h e  r a t i o ,  ( x Q -  x u ) / ( x 0 -  x ^ ) .

As th e  e x p r e s s i o n  f o r  x^ d e p e n d s  on t h e  v a l u e  o f  a k ,  i t

may be e x p e c t e d  t h a t  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  r e l a t i v e  e f ­

f i c i e n c y  w i l l  t a k e  on d i f f e r e n t  fo rm s  a l s o  d e p e n d e n t  on a k .  

S u b s t i t u t i o n  o f  Xjj f ro m  ( 4 9 )  i n  th e  d e f i n i n g  e q u a t i o n  f o r  

t h e  r e l a t i v e  e f f i c i e n c y  p r o d u c e s

(x0-7oA) r (ak)N+1 "akl / (akN+1 - 1
E = — 1 - 1  b ----------------------d-----------------------------  (5 1 )

N x« - X1

w h ere  i s  g i v e n  by  ( 4 9 )  o r  ( 5 0 ) .  I f  t h e  q u a n t i t y  a k  = 1 ,  

E q u a t i o n  (5 1 )  m us t  be m o d i f i e d  t o  g i v e

(x0-y 0/A) [ n/ ( n+d ]
E jj — (52 )

x o -  x i

S u b s t i t u t i n g  t h e  p r o p e r  v a l u e s  o f  x^ i n  ( 5 1 )  and  (5 2 )

l e a d s  t o  t h e  f o l l o w i n g  s e t  o f  e q u a t i o n s  
t i \N+1 ,( a k ) -  ak v ,

EW °  ~ a k ? V1'  ~1 a k > 1  • ( M )

= N/ ( N+1) ak  = 1 ( 5 4 )

w _ 1 -  ( a k )N  N N+l a k  <> 1 (5 5 )
1 -  ( a k )
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O v e r a l l  E f f i c i e n c y . The o v e r a l l  e f f i c i e n c y  i s  d e f i n e d  

b y  E q u a t i o n  (2 9 )  and  i s  ( x 0- x n ) / x q . The maximum o v e r a l l  

e f f i c i e n c y  i s  o b t a i n e d  when an  i n f i n i t e  number o f  s t a g e s  

a r e  employed and  i s

e., = l - y 0 / k x 0 a k  > 1 (5 6 )

e.^ = a k ( l - y o / k x o ) ak  <; 1 (5 7 )

The a c t u a l  o v e r a l l  e f f i c i e n c y  may b e  o b t a i n e d  f ro m  E q u a t i o n

( 3 1 )  a s  e N = I n  F i g u r e  15 ,  t h e  r e l a t i v e  e f f i c i e n c y

and maximum o v e r a l l  e f f i c i e n c y  a r e  p l o t t e d  a g a i n s t  ak f o r

v a r i o u s  v a l u e s  o f  N and y  / k x  . I t  i s  d e s i r a b l e  t o  h a v e  a s ̂o '  o
h i g h  a n  o v e r a l l  e f f i c i e n c y  a s  i s  p r a c t i c a b l e  w i t h o u t  u s i n g  

t o o  much s o l v e n t .  I n  F i g u r e  15 ,  t h e  o v e r a l l  e f f i c i e n c y  i s  

o b t a i n e d  by  m u l t i p l y i n g  t h e  r e l a t i v e  e f f i c i e n c y  t i m e s  t h e  

maximum o v e r a l l  e f f i c i e n c y .  F o r  t h e  maximum o v e r a l l  e f f i c i e n c y  

t o  be  h i g h ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t h a t  a k  > 1 .  When ak  i s  i n  t h e  

r e g i o n  o f  u n i t y ,  t h e  r e l a t i v e  e f f i c i e n c y  a p p r o a c h e s  a  

minimum v a l u e .  Thus i t  i s  b e s t  t o  o p e r a t e  a t  v a l u e s  o f  

ak  l a r g e r  t h a n  u n i t y ,  t h e  a c t u a l  v a l u e  d e p e n d i n g  upon t h e  

number  o f  u n i t s .  Above f o u r  u n i t s ,  t h e r e  i s  n o t  much im­

p r o v e m e n t  g a i n e d  i n  r e l a t i v e  e f f i c i e n c y  b y  i n c r e a s i n g  t h e  

number o f  s t a g e s .  The r e g i o n  i n  w h ic h  o p e r a t i o n  would 

p r o b a b l y  be  c a r r i e d  o u t  f o r  r e a s o n a b l e  e f f i c i e n c i e s  i s  

i n  t h e  shaded  a r e a  o f  F i g u r e  15 .

D e c r e a s e  i n  C o n c e n t r a t i o n  p e r  C o n t a c t . I t  i s  o f  

i n t e r e s t  t o  i n q u i r e  what d e c r e a s e  i n  c o n c e n t r a t i o n  may be
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o b t a i n e d  i n  a d d i n g  a d d i t i o n a l  c o n t a c t o r s ,  i . 9 . ,  how w i l l  

A x ^  v a r y  w i t h  N? The d e c r e a s e  p e r  c o n t a c t ,  - a x ^ ,  may be  

o b t a i n e d  b y  d i f f e r e n c i n g  e q u a t i o n  ( 4 9 )  t o  o b t a i n

- A x n ( a * ) ' ™ )  ( a u - l ) 2

/  f t  , v(n+2 ) t I  r#0i , a i ’+ i JxQ - y0A  [(ak) - 1 (ak) - 1J
( 5 8 a )

and when ak  = 1

— A  X>r
= l / ( N + l ) ( N + 2 )  ( 5 8 b )

X0 - y0A

D i l u t i o n  R a t i o . I n  c o u n t e r c u r r e n t  o p e r a t i o n ,  o n l y  one 

e x t r a c t  i s  t a k e n  f rom  t h e  s y s te m ;  and  a s  d e f i n e d  by E q u a t i o n

( 3 2 )  t h e  d i l u t i o n  r a t i o  s im p ly  beco m es  t h e  e x t r a c t  c o n c e n ­

t r a t i o n ,  y . From E q u a t i o n  (5 7 )

71 = (ay0 + x 0 " * n ) / a  (5 9 )

where  x^  i s  g i v e n  b y  E q u a t i o n s  ( 4 9 )  a s  a  f u n c t i o n  o f  N.
35S o l v e n t  E f f i c i e n c y . I n  t h e  p r e v i o u s  d i s c u s s i o n  o f  

e f f i c i e n c y ,  e m p h a s i s  was p l a c e d  on p r o d u c i n g  a  p r o d u c t  f r e e  

o f  d i s s o l v e d  m a t e r i a l .  On t h e  p l o t s  o f  e x t r a c t i o n ,  and  

o v e r a l l  e f f i c i e n c y ,  i t  i s  e a s i l y  s e en  t h a t  low r e c o v e r i e s  

r e s u l t  w i t h  low v a l u e s  o f  a k .  However ,  sm a l l  s o l v e n t  

r a t i o s  p o s s e s s  t h e  a d v a n t a g e  o f  p r o d u c i n g  s t r o n g  e x t r a c t s .  

Where t h e  s o l u t i o n  i s  t o  be e v a p o r a t e d  and  r e c o v e r y  o f  

s o l u t e  i s  i m p o r t a n t ,  c l o s e  a t t e n t i o n  m us t  be p a i d  t o  t h e  

e x t r a c t  c o n c e n t r a t i o n .
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S o l v e n t  e f f i c i e n c y  i s  d e f i n e d  a s  t h e  r a t i o  o f  t h e  

e x t r a c t  c o n c e n t r a t i o n  t o  t h e  maximum c o n c e n t r a t i o n  i t  may 

h a v e .  O b v i o u s l y ,  t h e  maximum c o n c e n t r a t i o n  i s  t h a t  co n ­

c e n t r a t i o n  w hich  c o r r e s p o n d s  t o  an  e x t r a c t  i n  e q u i l i b r i u m  

w i t h  f r e s h  in co m in g  m a t e r i a l .  The s o l v e n t  e f f i c i e n c y  SN i s

S N = 7 l A x o =  X A  ( 6 0 )

I n  t e r m s  o f  o t h e r  v a r i a b l e s

SN = ( a y0 + x o ■ % ) / ak3co ( 6 1 )

The s o l u t i o n  e f f i c i e n c y  i s  r e l a t e d  t o  t h e  o v e r a l l  e f f i c i e n c y  

b y

SN = e N/ a k  + y 0 / x 0 (6 2 )

Sjj a p p r o a c h e s  a maximum a s  N a p p r o a c h e s  i n f i n i t y .  The

l i m i t i n g  v a l u e ,  S^, a p p r o a c h e d  b y  t h e  s o l u t i o n  e f f i c i e n c y  a s

N a p p r o a c h e s  i n f i n i t y  i s

Si  = ( 1 ~ y 0/ k:xo ^ / a k  + V k x o ak  > 1 (6 5 )

' S1 = 1 ak  < 1 ( 6 4 )

C o m p ar i so n  o f  c o c u r r e n t  and  C o u n t e r c u r r e n t  O p e r a t i o n . 

W h i le  c o u n t e r c u r r e n t  o p e r a t i o n  p r o d u c e s  a s t r o n g  e x t r a c t ,  

f e w e r  u n i t s  a r e  r e q u i r e d  i n  c o c u r r e n t  o p e r a t i o n .  The r a t i o  

o f  t h e  num ber  o f  u n i t s ,  N, r e q u i r e d  i n  c o u n t e r c u r r e n t  

o p e r a t i o n  t o  t h e  number  N' i n  c o c u r r e n t  o p e r a t i o n  f o r  p r o ­

d u c i n g  t h e  same f i n a l  c o n c e n t r a t i o n  i s
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N _ l o g ( a k + l ) l o g j ( k x 0- y 1 ) /̂ x N- y 0 )]
( 6 5 )

N* l o g ( a k )  lo g j (k x 0 -  y0 ) / ( k x i r y Q)|

I t  i s  a p p a r e n t  t h a t  f o r  m o s t  c a s e s  t h e  t e rm  l o g ( a k + l ) /  

l o g ( a k )  w i l l  be  t h e  c o n t r o l l i n g  f a c t o r  i n  ( 6 5 ) .

G o c u r r e n t  and c o u n t e r c u r r e n t  p r o c e s s e s  can  b e s t  be com­

p a r e d  on t h e  b a s i s  o f  th e  r a f f i n a t e  r a t i o ,  r  = (x n - y 0 / & ) /  

( x 0 - y 0 / k ) ,  w h ich  r e p r e s e n t s  t h e  r a t i o  o f  t h e  m a t e r i a l  r e ­

m a i n i n g  a f t e r  N t r e a t m e n t s  t h a t  c a n  be e x t r a c t e d  t o  t h e  

t o t a l  o r i g i n a l  amount  o f  e x t r a c t a b l e  m a t e r i a l .  A p l o t  o f  

N v s  ak  f o r  v a r i o u s  v a l u e s  o f  r  i s  shown i n  F i g u r e  5 f o r  

c o c u r r e n t  e x t r a c t i o n .  The r a f f i n a t e  r a t i o  f o r  c o u n t e r c u r r e n t  

o p e r a t i o n  c a n  e a s i l y  be o b t a i n e d  f rom  E q u a t i o n  ( 4 9 a )  b y  

s u b t r a c t i n g  yQA  f rom  each  s i d e

The r a f f i n a t e  r a t i o  f o r  c o c u r r e n t  e x t r a c t i o n  may be  o b t a i n e d  

f ro m  E q u a t i o n  ( 7 )  and  i s

A c o m p a r i s o n  o f  t h e  t y p e s  o f  o p e r a t i o n  i s  shown i n  F i g u r e  16 .

k ( a k )

y,o
( 6 6 )

1 k

On s i m p l i f y i n g ,  t h i s  y i e l d s

x n -  y 0A
( 6 7 )r

-  y o A  ( a k )N+1 -  1

r  = l / ( a k + l ) i'1 ( 6 8 )
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C o u n t e r c u r r e n t  W ash ing .  C o n t in u o u s  c o u n t e r c u r r e n t  

d e c a n t a t i o n  i s  an  i m p o r t a n t  o p e r a t i o n  i n  c h e m ic a l  e n g i n e e r i n g .  

I t  i s  an  e f f e c t i v e  m e thod  f o r  r e m o v in g  s o l u t e  f rom t h e  

s u r f a c e  o f  i n e r t  s o l i d s .  I f  t h e  s o l v e n t  r a t i o  i s  c o n s t a n t  

and  a u n i f o r m  c o n c e n t r a t i o n  i s  e s t a b l i s h e d  i n  e a c h  c o n t a c t o r ,  

t h e  f o r m u l a s  d e r i v e d  i n  e q u a t i o n s  ( 3 3 )  t h r o u g h  ( 6 8 ) may be 

u sed  w i t h  c o n f i d e n c e  i f  k  i s  p l a c e d  e q u a l  to  u n i t y .  The 

number  o f  u n i t s  r e o u i r e d  f o r  a d e f i n i t e  r e d u c t i o n  i n  c o n ­

c e n t r a t i o n  may be  o b t a i n e d  g r a p h i c a l l y  i n  a m a n n e r  s i m i l a r  

t o  t h e  method i n d i c a t e d  i n  F i g u r e  1 2 .  I f  t h e  s o l v e n t  r a t i o  

i s  c o n s t a n t  t h e  o p e r a t i n g  l i n e  w i l l  be  s t r a i g h t  w i t h  a s lo p e  

o f  l / a .  I n  a l l  c a s e s  t h e  e q u i l i b r i u m  c u rv e  i s  a 45°  l i n e
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s t a r t i n g  a t  the  o r i g i n  and t e r m i n a t i n g  a t  a p o i n t  r e p r e ­

s e n t i n g  t h e  s o l u b i l i t y  o f  t h e  d i s s o l v e d  m a t e r i a l .  I f  t h e  

l i q u i d  r e t a i n e d  by  t h e  i n e r t  v a r i e s  w i t h  t h e  c o n c e n t r a t i o n ,  

t h e  o p e r a t i n g  l i n e  w i l l  be c u r v e d ,  and  t h i s  o p e r a t i n g  l i n e  

m u s t  be o b t a i n e d  b e f o r e  i t  i s  p o s s i b l e  t o  c a r r y  o u t  g r a p h i c a l  

c a l c u l a t i o n s .  P r e v i o u s  i n v e s t i g a t o r s  h a v e  d e v e l o p e d  

v a r i o u s  m e th o d s  f o r  d e t e r m i n i n g  t h e  number o f  c o n t a c t i n g s  

r e q u i r e d  f o r  s y s t e m s  i n  w h ic h  th e  s o l v e n t  r e t a i n e d  v a r i e s  

w i t h  t h e  l i q u i d  c o n c e n t r a t i o n .

V a r i a b l e  S o lv e n t  R a t i o . ^  C o n s i d e r  a p o r t i o n  o f  th e  

c o u n t e r c u r r e n t  d e c a n t a t i o n  p r o c e s s  w h ic h  i n c l u d e s  t h e  

( n + l ) s t  and  Nth  c o n t a c t o r s  a s  i n d i c a t e d  i n  F i g u r e  1 7 .  A l l  

s t r e a m s  I n d i c a t e d  p e r t a i n  t o  one pound o f  i n e r t .  A

Combining  e q u a t i o n s  (6 9 )  and  ( 7 0 )  g i v e s  t h e  e q u a t i o n  o f  t h e

m a t e r i a l  b a l a n c e  f o r  t h e

f-.-7 s o l u t e  may be  w r i t t e n

o v e r  t h i s  s e c t i o n  o f  t h e

p r o c e s s  t o  o b t a i n  t h e

<pjo e q u a t i o n  o f  t h e  o p e r a t i n g

l i n e

y  ^ n x n + wo7o = wn + l  + ^ n xN

( 6 9 )

A n o t h e r  m a t e r i a l  b a l a n c e

e f o r  t h e  s o l v e n t  may a l s o

be d e t e r m i n e d  a s  f o l l o w s
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o p e r a t i n g  l i n e

b n V n  -  wQy0

X x„ -  -------------------—  (7 1 )
11+1 b n + wo -  b H n b n + wo '  b N

As b i s  a  f u n c t i o n  o f  x  a l o n e ,  t h i s  s o l u t i o n  o f  t h i s  n n
e q u a t i o n  f a l l s  u n d e r  c a s e  2 o f  s e c t i o n  A i n  P a r t  I V  o f  t h e  

A p p en d ix .  A c u r v e d  o p e r a t i n g  l i n e  v s  xn a s  c a l c u l a t e d

f ro m  E q u a t i o n  ( 7 1 )  i s  p l o t t e d  an d  t h e  u s u a l  s t e p w i s e  p r o ­

c e d u r e  f o r  d e t e r m i n i n g  th e  num ber  o f  s t a g e s  i s  c a r r i e d  o u t .
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NOMENCLATURE FOR CHAPTER VI

a = w /b ,  s o l v e n t  r a t i o ;  f o r  s o l v e n t  e x t r a c t i o n ,  p o u n d s
o f  s o l v e n t  ( s o l u t e  f r e e  b a s i s )  p e r  pound o f  s o l u t i o n
( s o l u t e  f r e e  b a s i s ) ;  f o r  w a s h in g  p o u n d s  o f  s o l v e n t  
( s o l u t e  f r e e  b a s i s )  p e r  pou n d  o f  s o l v e n t  ( s o l u t e  
f r e e  b a s i s )  r e t a i n e d  by i n e r t  s o l i d s

A = N a ,  o v e r a l l  s o l v e n t  r a t i o  f o r  c o c u r r e n t  e x t r a c t i o n ,
t o t a l  pounds  o f  s o l v e n t  ( s o l u t e  f r e e  b a s i s )  u sed  i n  
a l l  c o n t a c t i n g s  p e r  pound o f  s o l u t i o n  ( s o l u t e  f r e e  
b a s i s )  o r  p e r  pound o f  s o l v e n t  r e t a i n e d  by  t h e  i n e r t  
s o l i d s

b = pounds  o f  s o l u t i o n  ( s o l u t e  f r e e  b a s i s )  p e r  h o u r  o r
p e r  b a t c h ;  p o u n d s  o f  s o l v e n t  ( s o l u t e  f r e e  b a s i s )
r e t a i n e d  p e r  pound  o f  i n e r t  s o l i d

b n = v a r i a b l e  b r e f e r r i n g  t o  n t h  u n i t

b g = v a l u e  o f  v a r i a b l e  b n when s o l u t i o n  i s  s a t u r a t e d

C = a r b r i t r a r y  c o n s t a n t

D = d i l u t i o n  r a t i o ,  pounds  o f  s o l u t e  e x t r a c t e d  p e r  pound 
o f  s o l v e n t

E = 1 + A , o p e r a t o r  w hich  i n c r e a s e s  i n d e p e n d e n t  v a r i a b l e  
b y  u n i t y

E^  = r e l a t i v e  e f f i c i e n c y ,  r a t i o  o f  m ass  o f  m a t e r i a l  a c t u a l l y  
e x t r a c t e d  t o  maximum amount  w h ic h  c o u ld  be  e x t r a c t e d  
w i t h  a n  i n f i n i t e  number o f  u n i t s

e ^  = o v e r a l l  e f f i c i e n c y ,  r a t i o  o f  m a t e r i a l  e x t r a c t e d  t o  
t o t a l  m a t e r i a l  p r e s e n t

e^ = maximum o v e r a l l  e f f i c i e n c y

k = d i s t r i b u t i o n  c o e f f i c i e n t  ( u s e d  o n l y  where  c o e f f i c i e n t  
i s  c o n s t a n t ) ,  c o n c e n t r a t i o n  i n  s o l v e n t  p h a s e  d i v i d e d  
b y  c o n c e n t r a t i o n  i n  s o l u t i o n  p h a s e ,  c o n c e n t r a t i o n s  
e x p r e s s e d  i n  mass  r a t i o  u n i t s

k  = d i s t r i b u t i o n  c o e f f i c i e n t  i n  n t h  s t a g e  ( u s e d  where 
c o e f f i c i e n t  i s  v a r i a b l e )

n = v a r i a b l e  s t a g e  num ber

N = t o t a l  number  o f  s t a g e s
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r  = ( x ^ - y 0 / k : ) / ( x 0 - y 0 /k:) r a f f i n a t e  r a t i o ,  amount o f  m a t e r i a l
r e m a i n i n g  i n  s o l u t i o n  t h a t  c o u l d  be e x t r a c t e d  d i v i d e d  
b y  t o t a l  am ount  o r i g i n a l l y  p r e s e n t  t h a t  c o u l d  be  e x ­
t r a c t e d  w i t h  an i n f i n i t e  amount o f  s o l v e n t

Sjj = s o l v e n t  e f f i c i e n c y ,  r a t i o  o f  e x t r a c t  c o n c e n t r a t i o n  t o  
maximum p o s s i b l e  c o n c e n t r a t i o n

= maximum s o l v e n t  e f f i c i e n c y  o b t a i n e d  w i t h  an  i n f i n i t e  
number  o f  s t a g e s

V = t o t a l  l b s .  o f  s o l v e n t  ( s o l u t e  f r e e  b a s i s )  p e r  h o u r  
p e r  s t a g e  o r  p e r  b a t c h

w = p ounds  o f  s o l v e n t  ( s o l u t e  f r e e  b a s i s )  p e r  h o u r  o r  p e r  
b a t c h ;  i n  w a s h i n g ,  p o u n d s  o f  s o l v e n t  p e r  pound  o f  
i n e r t  ( u s e d  o n l y  where  q u a n t i t y  i s  c o n s t a n t )

w^ = v a l u e  o f  w i n  n t h  s t a g e  ( u s e d  a s  a v a r i a b l e )

W = Nw, t o t a l  p o u n d s  o f  s o l v e n t  u s e d  i n  c o c u r r e n t  e x t r a c t i o n

W = p ounds  o f  e x t r a c t  ( s o l u t e  f r e e  b a s i s )  t a k e n  f rom  t h e
n t h  c o n t a c t o r  i n  c o c u r r e n t  e x t r a c t i o n

x  = r a f f i n a t e  c o n c e n t r a t i o n  i n  n t h  c o n t a c t o r ,  p o u n d s  o f  
n s o l u t e  p e r  pound o f  s o l v e n t  i n  r a f f i n a t e ;  i n  w a s h i n g ,  

p o u n d s  o f  s o l u b l e  m a t e r i a l  p e r  pound o f  s o l v e n t

xN = c o n c e n t r a t i o n  f ro m  l a s t  s t a g e

x Q = i n l e t  c o n c e n t r a t i o n

x_ = c o n c e n t r a t i o n  o f  s a t u r a t e d  s o l u t i o n
S

x f = x  + X/b

X = p o u n d s  o f  u n d i s s o l v e d  s o l u b l e  m a t e r i a l  p e r  pound o f  i n e r t

X = p o u n d s  o f  u n d i s s o l v e d  s o l u b l e  m a t e r i a l  p e r  pound o f
0 i n e r t  e n t e r i n g  p r o c e s s

y n = e x t r a c t  c o n c e n t r a t i o n  i n  n t h  c o n t a c t o r ,  p o u n d s  o f
s o l u t e  p e r  pound o f  s o l v e n t  i n  e x t r a c t  l a y e r ;  i n  v /a sh in g ,  
p o u n d s  o f  s o l u b l e  m a t e r i a l  p e r  pound o f  s o l v e n t  i n  
o v e r f l o w

y^ = c o n c e n t r a t i o n  o f  e x t r a c t  l e a v i n g  p r o c e s s  i n  c o u n t e r -  
c u r r e n t  s o l v e n t  e x t r a c t i o n

yQ = i n l e t  c o n c e n t r a t i o n  o f  s o l v e n t

0 = t a n ” 1 ( - l / a )
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GAS ABSORPTION

C h a p t e r  IV

82 96The u n i t  o p e r a t i o n  o f  g a s  a b s o r p t i o n  * i s  c o n c e r n e d

4-u ^ 4 * * 2 6 , 5 4 , 6 9 , 7 1 , 8 4 , 9 7  _w i t h  t h e  d e s i g n  an d  p e r f o r m a n c e  » * » » » 0f  e q u i p ­

m ent  i n  w h ich  rem ova l  o f  t h e  s o l u b l e  c o n s t i t u e n t s  o f  a 

g a s e o u s  m i x t u r e  i s  a c c o m p l i s h e d  by  b r i n g i n g  t h e  g as  i n t o  

i n t i m a t e  c o n t a c t  w i t h  a l i q u i d .  I f  t h e  r e m o v a l  i s  e f f e c t e d  

b y  c o n t a c t i n g  t h e  g a s  w i t h  a  s o l i d ,  t h e  o p e r a t i o n  i s  t e rm e d  

a d s o r p t i o n .  The a b s o r b a b l e  g a s  may r a n g e  f ro m  a  mere 

f r a c t i o n  o f  a p e r  c e n t  i n  t h e  c a s e  o f  u n d e s i r a b l e  im­

p u r i t i e s  up t o  n e a r l y  100 p e r  c e n t  a s  i n  t h e  a b s o r p t i o n  o f  

h y d r o g e n  c h l o r i d e .  I n  o r d e r  f o r  a b s o r p t i o n  t o  t a k e  p l a c e ,  

i . e . ,  f o r  t h e  s o l u b l e  g a s  t o  p a s s  f ro m  th e  g a s e o u s  t o  

l i q u i d  p h a s e ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t h a t  t h e r e  be a c o n c e n t r a t i o n  

d r i v i n g  f o r c e  c a u s i n g  th e  s o l u b l e  g a s  t o  d i s s o l v e .  The

c o n d i d i t o n s  n e c e s s a r y  f o r  

a b s o r p t i o n  a r e  i l l u s t r a t e d  

on t h e  e q u i l i b r i u m  d i a g r a m  

i n  F i g u r e  1 .  Suppose P 

w h ic h  l i e s  above  t h e  e q u i l i b r i u m  

c u r v e  r e p r e s e n t s  t h e  c o o r d i n a t e s  

o f  a g a s e o u s  m i x t u r e  o f  con­

c e n t r a t i o n  y b r o u g h t  i n t o  co n ­

t a c t  w i t h  a l i q u i d  o f  c o n c e n ­

t r a t i o n  x .  As p d o e s  n o t  l i e

■r

j" igUI'O i
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on t h e  e q u i l i b r i u m  c u r v e ,  a n  i n t e r p h a s e  m a t e r i a l  t r a n s f e r  

m u s t  t a k e  p l a c e .  As P i s  above  ¥ ,  t h e  p o i n t  c o r r e s p o n d i n g  

t o  a g a s  m i x t u r e  i n  e q u i l i b r i u m  w i t h  t h e  l i q u i d  o f  c o n c e n ­

t r a t i o n  x ,  t h e  g a s  i s  r i c h e r  th an  t h i s  e q u i l i b r i u m  m i x t u r e  

a t  M, a n d ,  h e n c e ,  s o l u t e  m u s t  p a s s  f rom  t h e  g a s  t o  l i q u i d  

p h a s e .  D u r i n g  a b s o r p t i o n  t h e  g a s  c o n c e n t r a t i o n  d e c r e a s e s  

w h i l e  t h e  l i q u i d  c o n c e n t r a t i o n  i n c r e a s e s ,  and  t h e  p a t h  

f o l l o w e d  i s  a l o n g  PQ. When Q i s  r e a c h e d  no f u r t h e r  mass  

t r a n s f e r  t a k e s  p l a c e  a s  e q u i l i b r i u m  i s  e s t a b l i s h e d .  The 

s l o p e  o f  PQ d e p e n d s  upon t h e  r e l a t i v e  a m o u n t s  o f  g a s  and 

l i q u i d .

I f  R r e p r e s e n t s  t h e  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  g a s  and l i q u i d  

i n  c o n t a c t ,  t h e  s o l u t e  g a s  m us t  p a s s  i n  t h e  r e v e r s e  d i r e c t i o n  

f ro m  t h e  l i q u i d  t o  t h e  g a s .  'Phis p r o c e s s  i s  t e r m e d  s t r i p p i n g .  

M a t h e m a t i c a l l y  a b s o r p t i o n  an d  s t r i p p i n g  c an  be  t r e a t e d  i n  

t h e  same m a n n e r .  I n  g a s  a b s o r p t i o n ,  t h e  m a t e r i a l  b a l a n c e  

l i n e  l i e s  above  t h e  e q u i l i b r i u m  c u r v e  w h i l e  i n  s t r i p p i n g  

i t  l i e s  b e lo w  t h e  e q u i l i b r i u m  c u r v e .

I n  g a s  a b s o r p t i o n  and  s t r i p p i n g ,  t h e r e  a r e  g e n e r a l l y  

a n  i n e r t  g a s  and i n e r t  l i q u i d  w h ic h  a c t  a s  c a r r i e r s  f o r  th e  

s o l u b l e  m a t e r i a l .  B e tw een  t h e  i n e r t  c o m p o n e n ts  c o m p r i s i n g  

t h e  g a s  and  l i q u i d  p h a s e s ,  t h e r e  i s  a u n i d i r e c t i o n a l  mass 

t r a n s f e r  o f  t h e  s o l u t e .  I n  t h i s  r e s p e c t ,  g a s  a b s o r p t i o n  

d i f f e r s  f ro m  f r a c t i o n a t i o n  w h ere  t h e r e  i s  a m ass  t r a n s f e r  

s i m u l t a n e o u s l y  i n  two d i r e c t i o n s  f rom  b o t h  v a p o r  t o  l i q u i d  

a n d  l i q u i d  t o  v a p o r .  D i s t i l l a t i o n  o p e r a t i o n s  a r e  c a r r i e d

Reproduced with permission of the copyright owner. Further reproduction prohibited without permission.



o u t  w i t h  s u b s t a n c e s  h a v i n g  v o l a t i l i t i e s  n o t  t o o  f a r  a p a r t  

w h i l e  i n  g a s  a b s o r p t i o n  t h e  s o l u t e  u s u a l l y  h a s  a much g r e a t e r  

v a p o r  p r e s s u r e  t h a n  th e  l i q u i d  i n  w h ich  i t  d i s s o l v e s .  T h e re  

i s  no d i s t i n c t  b o r d e r l i n e  b e t w e e n  g a s  a b s o r p t i o n  and  f r a c t i o n ­

a t i o n .

Gas a b s o r p t i o n  i s  s i m i l a r  t o  s o l v e n t  e x t r a c t i o n ,  p a r ­

t i c u l a r l y  f o r  t h e  c a s e  i n v o l v i n g  i m m i s c i b l e  s o l v e n t s .  I n  

b o t h  e x t r a c t i o n  and g a s  a b s o r p t i o n ,  t h e r e  i s  a u n i d i r e c t i o n a l  

t r a n s f e r  o f  m ass  from one p h a se  t o  a n o t h e r ,  t h e  o n l y  d i f f e r e n c e  

b e i n g  i n  t h e  s t a t e  o f  t h e  p h a s e s .  The m a t h e m a t i c a l  t r e a t ­

m e n t s  o f  t h e  two o p e r a t i o n s  a r e  i d e n t i c a l .  Many o f  t h e  

s o l u t i o n s  o b t a i n e d  i n  t h e  p r e v i o u s  c h a p t e r  can  be  u s e d  f o r  

g a s  a b s o r p t i o n  w i t h  s im p le  c h a n g e s  i n  n o t a t i o n .

E q u i l i b r i a . U n d e r l y i n g  t h e  c o n c e p t  o f  t h e o r e t i c a l  

s t a g e s  i n  a b s o r p t i o n  i s  t h e  b a s i c  l i q u i d - g a s  e q u i l i b r i a .

F o r  g r a p h i c a l  c o m p u t a t i o n s ,  th e  a n a l y t i c a l  r e p r e s e n t a t i o n  

o f  t h e  d a t a  i s  u n i m p o r t a n t .  However ,  i n  d e v e l o p i n g  f o r m u l a s  

r e l a t i n g  th e  number  o f  . p l a t e s  t o  t h e  o p e r a t i n g  v a r i a b l e s ,  

t h e  m a t h e m a t i c a l  form o f  t h e  d a t a  d e t e r m i n e s  t h e  f u n c t i o n a l  

n a t u r e  o f  t h e  s o l u t i o n s .  C e r t a i n  fo rm s  l e a d  to  cumbersome 

e x p r e s s i o n s  w h i l e  o t h e r s  l e a d  t o  s im p le  f o r m u l a s .  I n  t h i s  

d i s s e r t a t i o n  e q u a t i o n s  f o r  t h e o r e t i c a l  p l a t e s  em p lo y in g  

H e n r y ' s  and R a o u l t ' s  l a w s  and  m o d i f i c a t i o n s  w i l l  be u s e d .

I n  g e n e r a l  H e n r y ' s  law  c a n  be r e p r e s e n t e d  a s  

( C o n c e n t r a t i o n  i n  g a s )  = H ( C o n c e n t r a t i o n  i n  l i q u i d )  ( 1 )  

w he re  v a r i o u s  t y p e s  o f  u n i t s  c a n  be  em ployed  f o r  e x p r e s s i n g
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c o n c e n t r a t i o n s .  I n  g e n e r a l ,  t h o s e  u n i t s  s h o u ld  be u s e d  w h ich  

m os t  n e a r l y  conform to  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  f o r  t h e  s y s t e m  

when H i s  t r e a t e d  a s  a c o n s t a n t .  U s u a l l y  E q u a t i o n  (1 )  

ca n  n o r m a l l y  o n l y  be em ployed  i n  t h e  d i l u t e  r a n g e  r e g a r d l e s s  

o f  w h a t  u n i t s  a r e  u s e d .  I f  m o l a r  r a t i o  u n i t s  a r e  employed
r \  **y  o

( 1 ) t a k e s  t h e  form

y = H x ( 2 )

where  x  and y  a r e  r e s p e c t i v e l y  m o ls  o f  s o l u t e  p e r  mol o f

l i q u i d  and m o ls  o f  s o l u t e  p e r  mol o f  g a s .  I f  mol f r a c t i o n
/  \  21 u n i t s  a r e  em ployed  i n  ( 1 ) ,  t h e  e q u a t i o n  becom es

y /d + y )  = h  x / ( i + x )  ( 3 )

F o r  sm a l l  v a l u e s  o f  x and y ,  ( 2 )  and ( 3 )  a r e  a p p r o x i m a t e l y  

t h e  same a s  t h e  d e n o m i n a t o r s  a p p r o a c h  u n i t y  a s  x  and  y 

a p p r o a c h  z e r o .  N o r m a l ly  e q u a t i o n s  o f  t h e  fo rm  o f  ( 2 )  and 

( 3 )  o n l y  h o l d  i n  d i l u t e  r a n g e s ,  and  i t  makes  b u t  l i t t l e  

d i f f e r e n c e  what  u n i t s  a r e  u s e d .

The g a s e o u s  c o n c e n t r a t i o n  c a n  be r e p r e s e n t e d  i n  t e r m s  

o f  p a r t i a l  p r e s s u r e s  and  t h e  l i q u i d  c o n c e n t r a t i o n  a s  mol 

f r a c t i o n ,  X, o r  m o ls  o f  s o l u t e  p e r  c u b i c  f o o t ,  c .  I n  t h e  

f i r s t  c a s e ,  H e n r y ' s  l aw  becomes

P  = H X ( 4 )

D i v i d i n g  th r o u g h  by th e  t o t a l  p r e s s u r e  P g i v e s

p / P  = Y = ( H/P )X ( 5 )

w here  Y i s  t h e  mol f r a c t i o n  i n  t h e  g a s .  T h i s  i s  e s s e n t i a l l y  

t h e  same a s  ( 3 )  e x c e p t  t h a t  H h a s  b e e n  r e p l a c e d  by  H / P .  I f  

t h e  l i q u i d  c o n c e n t r a t i o n  i s  e x p r e s s e d  a s  m o l s / c u b i c  f o o t ,
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( 1 ) becomes

p = He (6 )

I f  p and  c a r e  e l i m i n a t e d  i n  t e r m s  o f  x  and  y ,  E q u a t i o n  ( 6 ) 

c h a n g e s  t o

d e n s i t y  i s  e s s e n t i a l l y  c o n s t a n t  ( 7 )  i s  o f  t h e  same fo rm  a s  

E a u a t i o n  (3 )  e x c e p t  t h a t  H i s  r e p l a c e d  by Hp / P .

I f  R a o u l t ' s  law  ca n  be u s e d  t o  r e p r e s e n t  the  d a t a ,  t h e  

r e l a t i o n s h i p  b e tw ee n  g a s  and l i q u i d  c o n c e n t r a t i o n  i s

w here  Pv i s  t h e  v a p o r  p r e s s u r e .  T h i s  i s  e q u i v a l e n t  t o  

H e n r y ' s  law  i n  ( 4 )  i f  H i s  r e p l a c e d  b y  th e  v a p o r  p r e s s u r e .

I t  i s  a p p a r e n t  t h a t  f o r  t h e  fo rm s  p r e s e n t e d ,  o n l y  

E q u a t i o n s  ( 2 )  and ( 3 )  need be c o n s i d e r e d  a s  t h e  o t h e r s  r e ­

q u i r e  no more  th a n  m o d i f i c a t i o n  o f  th e  c o n s t a n t s  i n  ( 2 ) 

a nd  ( 3 ) .
C C QQ

D e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  Number o f  T h e o r e t i c a l  P l a t e s  *

The f u n c t i o n a l  fo rm  o f  th e  a n a l y t i c a l  e x p r e s s i o n s  f o r  

t h e  number o f  t h e o r e t i c a l  p l a t e s  d e p e n d s  upon  th e  fo rm  i n  

w h ic h  t h e  e q u i l i b r i u m  i s  e x p r e s s e d .  When t h e  e q u i l i b r i u m  

i s  e x p r e s s e d  a s  i n  E q u a t i o n  ( 2 ) ,  t h e  r e s u l t i n g  f o r m u l a s  

a r e  r e l a t i v e l y  s im p le ;  h o w e v e r ,  t h e  u s e  o f  E q u a t i o n  ( 3 )  

f o r  e x p r e s s i n g  th e  e q u i l i b r i u m  p r o d u c e s  a  cumbersome e x ­

p r e s s i o n .  D e t e r m i n a t i o n  o f  th e  t h e o r e t i c a l  p l a t e s  w i l l  be  

t a k e n  up f i r s t  u s i n g  E q u a t i o n  ( 2 ) ,  second  u s i n g  E q u a t i o n  ( 3 ) ,

P y / ( i + y )  = Hp x / ( i + x ) (7 )

i s  t h e  l i q u i d  d e n s i t y  I n  m o l s / c u b i c  f o o t .  I f  t h e

( 8 )
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an d  l a s t  e x p r e s s i n g  t h e  e e q u i l i b r i u m  g r a p h i c a l l y .

M o la r  R a t i o  U n i t s  i n  H e n r y 1s Law 91 C o n s i d e r  t h e

t o w e r  r e p r e s e n t e d  i n  F i g u r e  2 .  The g a s  e n t e r s  a t  t h e  b o t to m  

a t  a r a t e  o f  G pound m o ls  p e r  h o u r  o f  c a r r i e r  g a s  -with a

-I1C
;ol3/hr. 
.iquid

n

l i - x

Yn

I Yn
E I

xlt gas 
: o r .  v

0 It. moia/i 
Inert ras

I.,. I 1 L q ■ • I d
O ' : *  X  I

Inlet gaa
yf

x. .ux'C

c o n c e n t r a t i o n  o f  y Q m o ls  o f  s o l u t e  g a s  p e r  mol o f  c a r r i e r  

g a s .  The a b s o r b e n t  l i q u i d  e n t e r s  t h e  to p  a t  a r a t e  o f  L 

pound  m ols  o f  p u re  s o l v e n t  p e r  h o u r  c o n t a i n i n g  x q m o l s  

s o l u t e  p e r  mol o f  l i q u i d .  I f  i t  i s  assumed t h a t  o n l y  t h e  

s o l u t e  u n d e r g o e s  a n  i n t e r p h a s e  t r a n s f e r ,  i t  i s  u n n e c e s s a r y  

t o  w r i t e  m a t e r i a l  b a l a n c e s  o v e r  t h e  i n e r t  c o m p o n e n t s .  An 

o v e r a l l  m a t e r i a l  b a l a n c e  y i e l d s

L ( x l  " x q ) = G (y o " yN^ ^
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where  t h e  symbols  a r e  i n d i c a t e d  i n  F i g u r e  1 .  A second  

m a t e r i a l  b a l a n c e  o v e r  t h a t  p o r t i o n  o f  t h e  p r o c e s s  i n c l u d i n g  

th e  ( n + l ) s t  and cop o r  Nth p l a t e  p r o d u c e s

G(yn -  yN) = L U n+l  -  x Q) (10)

S o l v i n g  f o r  y

7n = ( 1 /aK + l  + ( y N -  (L/G) V  (1 1 )

By means  o f  E q u a t i o n  ( 9 ) ,  i t  can  be s e e n  t h a t  t h e  l a s t  t e r m  

i n  ( 1 1 )  i s  a l s o  e q u a l  t o  y Q -  ( L / G j x ^ .  I f  t h e  l a s t  te rm  

i n  ( 1 1 ) i s  r e p l a c e d  b y  t h i s  v a l u e ,  an  e q u a t i o n  r e s u l t s  

which  i s  i d e n t i c a l  w i t h  t h e  e q u a t i o n  o b t a i n e d  f ro m  w r i t i n g  

a  m a t e r i a l  b a l a n c e  o v e r  t h e  f i r s t  n s t a g e s .

A m a t e r i a l  b a l a n c e  o v e r  t h e  ( n + l ) s t  and  a d j o i n i n g  

s t a g e s  g i v e s

L ( * n + 2  -  * a + l >  =  G ( y n + 1  "  J n >  U S )

w h ic h  c a n  be w r i t t e n  i n  t h e  a l t e r n a t i v e  fo rm

L A 3^+1 = G A yn (13 )

I n t e g r a t i n g

yn = (L/G) x n+1 + C (14)

The c o n s t a n t  i n  t h i s  e q u a t i o n  i s  n e c e s s a r i l y  i d e n t i c a l  

w i t h  th e  c o n s t a n t  i n  E q u a t i o n  ( 1 1 ) .  As p o i n t e d  o u t  i n  th e  

p r e v i o u s  c h a p t e r ,  a m a t e r i a l  b a l a n c e  o v e r  a n y  n t h  and 

a d j o i n i n g  s t a g e s  p r o d u c e s  a s ec o n d  o r d e r  e q u a t i o n  which  

may be  i n t e g r a t e d  once t o  g i v e  a f i r s t  o r d e r  e q u a t i o n  

i d e n t i c a l  w i t h  t h e  e q u a t i o n  o b t a i n e d  f rom  w r i t i n g  a m a t e r i a l
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b a l a n c e  o v e r  t h e  f i r s t  n u n i t s .  E q u a t i o n  ( 1 4 )  i s  a f i r s t  

o r d e r  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n  i n v o l v i n g  t h e  t h r e e  v a r i a b l e s ,  

x ,  y ,  and  n .  B e f o r e  a s o l u t i o n  c a n  b e  o b t a i n e d ,  i t  i s  

n e c e s s a r y  t o  o b t a i n  a r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  x  and  y and t h e n  

e l i m i n a t e  one o r  t h e  o t h e r  f rom ( 1 4 ) .  I f  i t  i s  assumed 

t h a t  t h e  p l a t e s  a r e  t h e o r e t i c a l ,  i . e . ,  v a p o r  and l i q u i d  on 

any  p l a t e  a r e  i n  e q u i l i b r i u m ,  t h e  n e c e s s a r y  r e l a t i o n s h i p  

c a n  be  o b t a i n e d  f rom t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n  on e q u i l i b r i a .

I f  H e n r y ’ s l aw  i n  th e  fo rm  o f  E q u a t i o n  (2 )  i s  a s sum ed ,  t h e n  

x n+1 c a n  be r e p l a c e d  by  yn+1/H

L
yn = ( L/HG )yn+1 + ( y N -  _  x 0 ) ( 1 5 )

G

T h i s  i s  a  f i r s t  o r d e r  l i n e a r  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n  and  can  be 

s o lv e d  b y  t h e  m e th o d s  p r e s e n t e d  i n  t h e  A p p e n d ix .  F i r s t ,  

p l a c e  i n  s t a n d a r d  fo rm

y n + l  -  = H* 0 -  <1 6 !

Second ,  c o n s i d e r  t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n  i n  E fo rm

( E . -  HG/L)yn = 0 ( 1 7 )

The g e n e r a l  s o l u t i o n  o f  th e  r e d u c e d  e q u a t i o n  i s  C(HG/L)n 

p r o v i d e d  HG/L ^  1 .  T h i r d ,  t o  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  r e d u c e d  

e q u a t i o n  m u s t  be a d d e d  a  p a r t i c u l a r  s o l u t i o n  o f  t h e  c o m p le te  

e q u a t i o n .  T h i s  i s  o b t a i n e d  by  l e t t i n g  yn+ j_ = J n  = K.

S o lv in g  f o r  K g i v e s
Hx0 -  (HG/L)yH 

K = ----------------------------  ( 1 8 )
1 -  h g / l
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The d e s i r e d  s o l u t i o n  i s  t h e  sum o f  ( 1 8 )  and t h e  g e n e r a l  

s o l u t i o n  o f  (17)
Hx q -  (HG/L)yN

y_ = C(HG/L)n  + ----------------------------  ( 1 9 )
1 -  HG/L

I t  r e m a i n s  t o  d e t e r m i n e  th e  v a l u e  o f  t h e  a r b i t r a r y  c o n s t a n t  

f ro m  known c o n d i t i o n s .  When n = 0 ,  yn = y Q, and (H G /L)0 = 1 ,  

h e n c e  f rom ( 1 9 )

y0 " n*0 + (HG/ L) ( y 0 ■
c = ------------------------------------------------  ( 2 0 )

1 -  h g / l

Prom an  o v e r a l l  m a t e r i a l  b a l a n c e ,  i t  i s  e v i d e n t  t h a t  yQ -  yjj = 

( L / G ) ( x 1 -  x Q) .  E l i m i n a t i n g  y Q -  y^  f ro m  th e  n u m e r a t o r  o f  

( 2 0 ) and  p l a c i n g  t h e  r e s u l t i n g  e x p r e s s i o n  f o r  G i n  (1 9 )  

y i e l d s  t h e  s o l u t i o n

yn =

> n  -  HX-,

1 -  HG/L
(HG/L)n  + [H x0 -  (HG/£) yN] / ( l  -  HG/L) ( 2 1 )

The f i n a l  o b j e c t  i s  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  t o t a l  num ber ,

N, o f  s t a g e s  n e c e s s a r y  t o  r e d u c e  th e  v a p o r  c o n c e n t r a t i o n  

f ro m  yQ to  yN. T h is  may be done b y  p l a c i n g  y^ = y^ and 

n = N and t h e n  s o l v i n g  f o r  N t o  o b t a i n

1
N = --------------  l o g ( y N -  Hx0 ) / ( y 0 -  Hxx ) ( 2 2 )

l o g  HG/L

I f  HG/L = 1 ,  N becomes i n d e t e r m i n a t e  i n  ( 2 2 )  and i t  i s  

n e c e s s a r y  e i t h e r  t o  e v a l u a t e  t h e  i n d e t e r m i n a t e  fo rm  o r  

e l s e  r e t u r n  t o  t h e  o r i g i n a l  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n .  I f  t h i s
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l a t t e r  p r o c e d u r e  i s  f o l l o w e d ,  E q u a t i o n  ( 1 6 )  ‘becomes

y n+i  -  ^  =Ay n = <23 >

I n t e g r a t i o n  o f  t h i s  e q u a t i o n  p r o d u c e s

yn = (Hx q -  y N)n + C (2 4 )

To o b t a i n  C l e t  n = 0 ,  t h e n

yn = (Hxo " 7N^n + ^0 ( 2 5 )

Thus f o r  t h i s  p a r t i c u l a r  c a s e  i n  w hich  HG/L = 1 ,  yn i s  a 

l i n e a r  f u n c t i o n  o f  n .  To o b t a i n  th e  t o t a l  number o f  s t a g e s  

l e t  n = N and  yn = yN, th en

7 0 " 7n
N  -------------  HG/L = 1 (2 6 )

yH - hxO

When HG/L = 1 ,  t h e  o p e r a t i n g  l i n e  i s  p a r a l l e l  t o  t h e  e q u i ­

l i b r i u m  c u r v e .
21 91Mol F r a c t i o n  U n i t s  i n  H e n r y 1s Law. * I f  H e n r y ’ s 

l a w  i n  t h e  fo rm  o f  E q u a t i o n  ( 3 )  i s  u s e d ,  t h e  a n a l y t i c a l  

s o l u t i o n  f o r  th e  num ber  o f  s t a g e s  becom es  more i n v o l v e d .  

R e t u r n i n g  t o  E q u a t i o n  ( 1 1 ) ,  x n+^ m ust  be  e l i m i n a t e d  b y  

m eans  o f  E q u a t i o n  ( 3 ) .  S o l v i n g  f o r  x  i n  ( 3 )  g i v e s

x = ( 2 7 )
H + ( H -  1) y

E l i m i n a t i o n  o f  xn+^ f ro m  ( 1 1 )  by  means  o f  ( 2 7 )  l e a d s  t o

y  J B  ______  +
I g I h  + (H -  l ) y n+1 y N ~ 71 X

L
G “ o

( 2 8 )
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M u l t i p l y i n g  t h i s  e q u a t i o n  o u t  y i e l d s

S n + l  -  ^ n + l  + Byn -  D = O (2 9 )

where  A, B, and D a r e  d e f i n e d  by

A = L/G(H -  1)  + y N -  ( L / G ) x 0

3 = H/(  H -  1)
L

yN “ q x o

E q u a t i o n  (2 9 )  i s  a  R i c c a t i  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n  w h ich  a r i s e s  

f r e q u e n t l y  i n  c h e m ic a l  e n g i n e e r i n g  u n i t  o p e r a t i o n s .  A n a l y t i c a l  

and  g r a p h i c a l  s o l u t i o n s  o f  R i c c a t i ' s  e q u a t i o n  a r e  p r e s e n t e d  

i n  P a r t s  I I I  and  IV  o f  t h e  A p p e n d ix .  I n  one o f  th e  a n a l y t i c a l  

m e t h o d s ,  th e  c o n s t a n t  t e r m  D i s  e l i m i n a t e d  b y  a s u b s t i t u t i o n .  

P h y s i c a l l y ,  t h i s  s u b s t i t u t i o n  f o r  t h e  e l i m i n a t i o n  o f  t h e  

c o n s t a n t  t e rm  am o u n ts  t o  moving  t h e  o r i g i n  o f  c o o r d i n a t e s  

t o  t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  t h e  m a t e r i a l  b a l a n c e  an d  e q u i l i b r i u m  

c u r v e s .  To f i n d  t h e  i n t e r s e c t i o n ,  E q u a t i o n s  (1 1 )  and  ( 2 7 )  

a r e  s o l v e d  s i m u l t a n e o u s l y  a f t e r  d r o p p i n g  t h e  s u b s c r i p t s  n 

and  (n+1)  i n  ( 1 1 ) .  The f o l l o w i n g  v a l u e ,  y ' ,  i s  o b t a i n e d  

f o r  t h e  y  c o o r d i n a t e  o f  the i n t e r s e c t i o n

On m aking  t h e  s u b s t i t u t i o n ,  un = yn -  y ’ , t h e  c o n s t a n t  t e r m  

d i s a p p e a r s  i n  the  new e q u a t i o n ,  and a form r e s u l t s  which  

c a n  be  r e d u c e d  to  a s o l v a b l e  l i n e a r  e q u a t i o n

I 1 /2
( 3 0 )

"n V f l  + <yl -  A)un+1 + + B ) ^  = 0 (31
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D i v i d i n g  t h r o u g h  b y  u n u n+1 g i v e s

Y* + B y* -  A 1  + 1  +  1 =  0 (32 )

" n + l *n

Making t h e  s u b s t i t u t i o n  v^ = l / u n an d  p l a c i n g  th e  r e s u l t i n g

e o u a t i o n  i n  s t a n d a r d  fo rm  g i v e s

vn +1

y* -  A

y '  + B vn = “ y 1 + B
( 3 3 )

T h i s  i s  a f i r s t  o r d e r  l i n e a r  e q u a t i o n  whose r e d u c e d  s o l u t i o n

i s  C
A -  y» n

p r o v i d e d  ( A - y ' ^ B  + y ' ) ^ ! .  A p a r t i c u l a r
y '  + B_

s o l u t i o n  o f  t h e  c o m p l e t e  ea .uat i o n  i s  l / ( A  -  B -  2 y ‘ ) .  Thus 

t h e  c o m p l e t e  s o l u t i o n  i s

vn = C
A -  y '

y '  + B

n
+ l / ( A  -  B -  2y«) ( 3 4 )

R e p l a c i n g  v^ b y  l / ( y  ~ y*) anc* s o l v i n g  f o r  t h e  a r b i t r a r y  

c o n s t a n t  C which i s  t h e n  s u b s t i t u t e d  i n  ( 3 4 )  g i v e s

i / ( y n - y ' )  =
y0 -  y« A B -  2 y ‘_

A -  y»

y 1 + B

n

+ l / ( a  -  B -  2 y 1) 

(3 5 )

where  A, B, a n d  y '  a r e  a s  p r e v i o u s l y  d e f i n e d .  I n  t h i s  

e q u a t i o n  y^ r e p r e s e n t s  m o ls  o f  s o l u t e  p e r  mol  o f  i n e r t  

c a r r i e r  g a s .  I n  order- t o  o b t a i n  t h e  t o t a l  number  o f  s t a g e s ,  

l e t  n = N and yn = y  . D e n o t in g  t h e  q u a n t i t y  u n d e r  t h e  sq u a re  

r o o t  s i g n  i n  ( 3 0 )  b y  S, an d  s o l v i n g  f o r  N i n  (3 5 )  g i v e s
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7 9 .

N =
l o g  ( A-y ’ ) / (  3+y ’ )

l o g
(y0- y ’ ) (y' -yn- s )
(y^-y') ( y ' - y  -s) ( 3 6 )

I f  A-y* = B+y t h e n  ( 3 6 )  becomes  i n d e t e r m i n a t e ,  and i t  i s  

n e c e s s a r y  t o  r e t u r n  t o  (3 2 )  o r  ( 3 3 )  t o  o b t a i n  a s o l u t i o n .  

F o r  t h i s  s p e c i a l  c a s e ,  E q u a t i o n  (3 3 )  becomes

I n t e g r a t i n g

A v n = -  l / ( y * + B )  = l / ( y » - A )

vn = n , / ( y '  -  A) + C

( 3 7 )

( 3 8 )

R e p l a c i n g  b y  l / ( y n - y 1) and d e t e r m i n i n g  G g i v e s  

l / ( y n - y') = n / ( y '  -  A) + l / ( y Q -  y«) (3 9 )

L e t t i n g  n = R and s o l v i n g  f o r  R to  o b t a i n  t h e  d e s i r e d  

r e s u l t  y i e l d s

N = ( y 1 -  A ) / ( y N -  y 1) -  (y» -  A ) / ( y Q -  y 1) ( 4 0 )

Minimum C o n c e n t r a  t i o n . F o r  e v e r y  s e t  o f  o p e r a t i n g  

c o n d i t i o n s ,  t h e r e  i s  a d e f i n i t e  minimum v a l u e  t o  which  

y^j c a n  be  r e d u c e d .  As y^  m o n o t o n i c a l l y  d e c r e a s e s  w i t h  N, 

t h e  minimum y^  i s  a p p r o a c h e d  a s  U a p p r o a c h e s  i n f i n i t y .  I n  

F i g u r e  3 ,  t h e  m eth o d  f o r  o b t a i n i n g  t h e  minimum c o n c e n ­

t r a t i o n  g r a p h i c a l l y  i s  shown. The minimum c o n c e n t r a t i o n

 __    ,, f o r  a g i v e n  s lo p e  o f  th e

o p e r a t i n g  l i n e  i s  o b t a i n e d  

when N b eco m es  i n f i n i t e .  T h ree  

d i f f e r e n t  c a s e s  a r i s e  i n  e a c h  

o f  w h ich  t h e  o p e r a t i n g  l i n e  

FI..; nn 3 m us t  i n t e r s e c t  t h e  e q u i l i b r i u m

y

r
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c u r v e  f o r  N t o  be i n f i n i t e .  I f  t h e  r a t i o  o f  L/G i s  l a r g e  

i n d i c a t i n g  a l a r g e  r a t e  o f  f lo w  o f  l i q u i d  a s  compared t o  

g a s ,  i t  i s  m a t h e m a t i c a l l y  p o s s i b l e  f o r  th e  g a s  t o  l e a v e  i n  

e q u i l i b r i u m  w i t h  t h e  l i q u i d .  T h i s  i s  shown i n  F i g u r e  3 

f o r  t h e  o p e r a t i n g  l i n e  AD, w hich  h a s  a s t e e p  s lo p e  and  c o n ­

s e q u e n t l y  a l a r g e  L/G.  The p o i n t  o f  i n t e r s e c t i o n  o f  th e  

l i n e  x  -  x q w i t h  the  e a u i l i b r i u m  c u r v e  i s  t h e  o n l y  p o i n t  a t  

w h ic h  an  o p e r a t i n g  l i n e  w i t h  a  s l o p e  c o r r e s p o n d i n g  t o  AD 

c a n  i n t e r s e c t  t h e  e q u i l i b r i u m  c u r v e .  Thus t h e  y  c o o r d i n a t e  

o f  p o i n t  A r e p r e s e n t s  th e  minimum c o n c e n t r a t i o n  i n  t h i s  

c a s e .  I f  t h e  s lo p e  o f  th e  o p e r a t i n g  l i n e  i s  somewhat 

l e s s  c o r r e s p o n d i n g  t o  EB, t h e  i n t e r s e c t i o n  i s  o b t a i n e d  

when t h e  o p e r a t i n g  l i n e  becom es  t a n g e n t  t o  t h e  e q u i l i b r i u m  

c u r v e ,  and  th e  y c o o r d i n a t e  o f  A c o r r e s p o n d s  t o  t h e  minimum 

o b t a i n a b l e  c o n c e n t r a t i o n .  I f  L/G i s  s m a l l ,  t h e  s l o p e  o f  

t h e  o p e r a t i n g  l i n e  i s  s m a l l ,  and  t h e  i n t e r s e c t i o n  w i l l  be 

a t  F w i t h  t h e  minimum c o n c e n t r a t i o n  a t  C. I n  t h i s  c a s e  

t h e  e x i t  l i q u i d  l e a v e s  i n  e q u i l i b r i u m  w i t h  t h e  in c o m in g  g a s .

A n a l y t i c a l  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  minimum c o n c e n t r a t i o n  

c a n  be  o b t a i n e d  f ro m  t h e  e q u a t i o n s  p r e v i o u s l y  d e v e l o p e d .

From E q u a t i o n  ( 2 2 )  y M i s  d e t e r m i n e d  a s

T h i s  e q u a t i o n  g i v e s  t h e  v a r i a t i o n  o f  th e  e x i t  g a s  c o n c e n ­

t r a t i o n  w i t h  c h a n g i n g  number o f  p l a t e s .  I t  d o e s  n o t  show 

t h e  p l a t e  t o  p l a t e  v a r i a t i o n  w h ic h  i s  o b t a i n e d  f rom  E q u a t i o n  ( 2 1 )

(L/HG)n -  1
(4 1 )
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f o r  a f i x e d  v a l u e  o f  N. I f  L/HG = 1 ,  y i s  o b t a i n e d  f ro m

(26)

y N = ( NHx0 + y 0 ) / ( N  + ! ) ( 4 2 )

I f  L/HG > 1 ,  t h e  minimum v a l u e ,  y i , o b t a i n e d  f ro m  

( 4 1 )  and  ( 4 2 )  a s  IT a p p r o a c h e s  i n f i n i t y  i s

j ± = Hx0 L / E G l  1 (4 3 )

I f  L/HG <> 1 ,  t h e  minimum c o n c e n t r a t i o n  i s  g i v e n  by

y. = (L /G )  xQ -  y 0 (L/HG -  l )  ( 4 4 )

I f  t h e  f i r s t  c a s e  f o r  L/HG 1 ,  t h e  g a s  l e a v e s  i n  e q u i l i b r i u m  

w i t h  t h e  l i q u i d ,  w h i l e  i n  t h e  second  c a s e  t h e r e  i s  i n s u f ­

f i c i e n t  l i q u i d  t o  d i s s o l v e  a l l  t h e  g a s  p r e s e n t ,  and c o n ­

s e q u e n t l y  t h e  p a s  c a n n o t  l e a v e  i n  e q u i l i b r i u m  w i t h  t h e  i n ­

coming l i q u i d .  However ,  i n  t h e  l a t t e r  c a s e  t h e  l i q u i d  

becom es  s a t u r a t e d  and  l e a v e s  t h e  t o w e r  i n  e q u i l i b r i u m  w i t h  

th e  i n co m in g  g a s .

I n  E q u a t i o n  ( 3 6 ) ,  i t  i s  n o t  p o s s i b l e  t o  s o lv e  f o r  

y^ a s  t h e  v a r i a b l e s  c a n n o t  be s e p a r a t e d .  However ,  t h e

minimum c o n c e n t r a t i o n  c a n  be 

o b t a i n e d  f ro m  a c o n s i d e r a t i o n  

o f  F i g u r e  4 .  When t h e  s l o p e  

o f  t h e  o p e r a t i n g  l i n e  i s  

g r e a t e r  t h a n  o r  e q u a l  t o  t h e  

s l o p e  o f  PQ, t h e  minimum c o n ­

c e n t r a t i o n  i s  g i v e n  b y  P .  When 

th e  s l o p e  o f  t h e  o p e r a t i n g  

l i n e  i s  l e s s  t h a n  PQ, t h e  minimum
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c o n c e n t r a t i o n  i s  fo u n d  a t  p o i n t  R. Thus

H* L H + ( H - l ) y
y  « ------------ °—  -  >   » ( 4 5 )

1 1 -  ( H - l ) x  0  ~~ 1 -  ( H - l ) x0 o

(L /G )y  L H + ( H - l ) y
y = (L /G ) x  + y -    -  <    ( 4 6 >

1 H + ( H - l ) y  G 1 -  ( H - l ) x
O 0

88
E f f i c i e n c i a s . The o v e r a l l  e f f i c i e n c y  a s  d e f i n e d  i n

t h e  p r e v i o u s  c h a p t e r  i s  g i v e n  by

= s o l u t e  removed /  s o l u t e  o r i g i n a l l y  p r e s e n t  = ( y o" y ^ ) / V 0

( 4 7 )

F o r  a  g i v e n  L/G,  t h e  maximum o v e r a l l  e f f i c i e n c y  i s  o b t a i n e d  

when y^ r e a c h e s  i t s  minimum v a l u e ,  y ^ .  Thus

®i = ( y 0 -  y i ) / y 0 ( 4 8 )

where e^  i s  t h e  maximum o v e r a l l  e f f i c i e n c y .  I f  y^ i s  

o b t a i n e d  f ro m  E q u a t i o n s  (43 )  and  ( 4 4 ) ,  e^  becomes

e ± = 1 -  Hxo / y Q L/G H  > 1 ( 4 9 )

e = (L /H G )(1  -  HXQ/ y o ) L/HG <  1 ( 5 0 )

I f  t h e  minimum c o n c e n t r a t i o n  a s  g i v e n  b y  E q u a t i o n s  (4 5 )  

a nd  (4 6 )  i s  e m p lo y e d ,  th e n

e* = 1 -  Hx,0 / | _ l  -  ( H - l ) x 0 ]  y Q L/G > [ h + ( H - l ) y Qj  / [ l - ( H - l ) x  

(5 1 )
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8 3 .

e ± = (L/HG) | jL /  [H + ( H - l ) y 0] -  x q / j q L/G < [ h + ( H - l  ) y Qj /  [ l - ( H - l ) Xq]

(5 2 )

The r e l a t i v e  e f f i c i e n c y  a s  d e f i n e d  i n  t h e  p r e v i o u s  

c h a p t e r  r e p r e s e n t s  t h e  r a t i o  o f  t h e  amount  o f  s o l u t e  t h a t  

i s  removed t o  t h e  maximum amount  t h a t  c o u l d  be  removed i f  

a n  i n f i n i t e  number  o f  s t a g e s  w ere  em p lo y ed .  Thus i f  E.,f i s  

t h e  r e l a t i v e  e f f i c i e n c y

E N = G (y o " ‘  y i } = ( y o " yN}/ ( y o " y i }

(5 5 )

From t h e  d e f i n i t i o n s  i n  ( 4 7 ) ,  ( 4 8 ) ,  and ( 5 3 )  i t  i s  a p p a r e n t  

t h a t

e .T = e .  E ( 5 4 )N i  N

S u b s t i t u t i o n  o f  y^  f ro m  (41 o r  (4 2 )  and  y^ f rom ( 4 3 )  o r  ( 4 4 )  

i n  (5 3 )  l e a d s  t o

(L/HG)N+1 -  (L/HG)
E„ = -— ------------------ L /H G > 1 ( 5 5 )

-  1(L/HG) N+1

E n = N /(N+1)  L/HG = 1 (5 6 )

1 -  ( l / h g ) n

The g r a p h i c a l  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h i s  s e t  o f  e q u a t i o n s  i s  

s i m i l a r  t o  t h e  p l o t  o f  F i g u r e  15 g i v e n  f o r  t h e  e f f i c i e n c i e s  

i n  t h e  c h a p t e r  on e x t r a c t i o n  and w i l l  n o t  be  d u p l i c a t e d  h e r e .  

As i t  i s  n o t  p o s s i b l e  t o  s o l v e  f o r  y^ i n  E q u a t i o n  ( 3 6 ) ,  

f o r m u l a s  s i m i l a r  t o  ( 5 5 ) ,  ( 5 6 ) ,  and ( 5 7 )  c a n n o t  b e  o b t a i n e d
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f o r  t h e  c a s e  i n  w h ich  th e  H e n r y ’ s l aw  i s  u se d  w i t h  mol 

f r a c t i o n  u n i t s .
73

H e ig h t  E q u i v a l e n t  to  a T h e o r e t i c a l  P l a t e  . The p e r -
of

fo rm a n c e  o f  p a c k e d  t o w e r s  c a n  be e x p r e s s e d  i n  t e r m s  th e  

mass  t r a n s f e r  c o e f f i c i e n t ,  ( l b .  m o l s ) / ( h r . )( s q .  f t . ) ( u n i t  

o f  c o n c e n t r a t i o n  d r i v i n g  p o t e n t i a l ) ,  t h e  h e i g h t  o f  a  t r a n s f e r  

u n i t ,  H . T . U . ,  o r  t h e  h e i g h t  e q u i v a l e n t  to  a  t h e o r e t i c a l  

p l a t e ,  H . E . T . P .  The r e l a t i o n s h i p s  b e tw e e n  t h e s e  q u a n t i t i e s  

i s  o f  v a l u e  i n  t h a t  the  r e l a t i o n s h i p s  i n d i c a t e  t h a t  u n d e r  

c e r t a i n  c o n d i t i o n s  i t  i s  p o s s i b l e  t o  o b t a i n  t h e  h e i g h t  o f  

a  p a c k e d  to w e r  w i t h  t h e  m e th o d s  d e v e l o p e d  f o r  s t a g e w i s e  

o p e r a t i o n s .  When t h i s  can  be  d o n e ,  t h e  e a s i e r  g r a p h i c a l  

s t e p w i s e  p r o c e d u r e  can  be s u b s t i t u t e d  f o r  t h e  l e n g t h i e r  

d i f f e r e n t i a l  g r a p h i c a l  i n t e g r a t i o n .

I f  i t  i s  a ssum ed t h a t  t h e  e q u i l i b r i u m  i s  e x p r e s s i b l e  

a s  y  = Hx and  t h a t  t h e  r a t e  o f  m ass  t r a n s f e r  f o r  g a s  f i l m

c o n t r o l l i n g  i s
- J  TC.VoH

c ( l b .  m o l s ) / ( h r . ) ( c u . f t . )  = K ^ a (y -H x )

( 5 8 )

a m a t e r i a l  b a l a n c e  o v e r  t h e  d i f ­

f e r e n t i a l  h e i g h t  i n  F i g u r e  5
, 58g i v e s

G dy  = K&a S (y -H x )  dh ( 5 9 )

where  S i s  t h e  c r o s s  s e c t i o n a l  

a r e a  and  Sdh i s  t h e  d i f f e r e n t i a l  

v o lu m e .  A m a t e r i a l  b a l a n c e  o v e r

Reproduced with permission of the copyright owner. Further reproduction prohibited without permission.



t h e  t o p  h  f e e t  y i e l d s

G(y -  yN) = L ( x  -  x Q) 

a n d  o v e r  t h e  e n t i r e  t o w e r

o(y0 - yN) = l ( x1 - xo )

E l i m i n a t i n g  x b e tw e e n  (5 9 )  and  ( 6 0 )  and i n t e g r a t i n g  o v e r  

t h e  e n t i r e  t o w e r ,  and  u s i n g  E q u a t i o n  (6 1 )  g i v e s

G/S
h  = ---------------------- l n ( y  -  Hx ) / ( y  -  Hx ) HG/L 4  1

K0a ( H G / L - l )  * 1 0  0 1

I f  HG/L = 1 ,  E q u a t i o n  ( 6 2 )  becomes 

G/S
h = —  (yn - y0 ) A y N - HSA* = x

V
The H . E . T . P .  i s  t h e  h e i g h t  r e q u i r e d  to  p ro d u c e  a g i v e n

s e p a r a t i o n  d i v i d e d  b y  t h e  number  o f  t h e o r e t i c a l  p l a t e s

r e q u i r e d  f o r  th e  same s e p a r a t i o n ,  i . e . ,  H . E . T . P .  = h / N .

U s in g  h  f ro m  (6 2 )  and  N f ro m  ( 2 2 )  p r o d u c e s

(G/S) I n  (HG/L)
H . E . T . P .  = --------------------  L/HG 4  1

KQa ( H G / L - l )

w i t h  h  f ro m  (6 3 )  an d  N f ro m  (2 6 )

H . E . T . P .  = ( G / S ) / K Ga L/GH = 1

The number o f  t r a n s f e r  u n i t s ,  ( T.U.  )QGb a s e d  on t h e  

o v e r a l l  g a s  f i l m  i s

(6 0 )

( 6 1 )

(62 )

(6 3 )

( 6 4 )

(65)
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( 6 6 a )

( 66b )

= (yN -  y0) / ( y N -  Hxo ) L/HG = 1
( 66c )

rnwf* +i i iJ l iJ -(3i- v

o v e r a l l  g a s  f i l m  i s

( H . T . U . ) oq = ( T . U . ) 0G/ h  = (G /S ) /K Ga ( 6 7 )

I n  t h e  above  e x p r e s s i o n s  o n l y  t h e  o v e r a l l  g a s  f i l m  c o e f f i c i e n t  

h a s  b e e n  em p lo y e d .  C o r r e s p o n d i n g  e q u a t i o n s  can  be w r i t t e n  

i n v o l v i n g  t h e  o v e r a l l  l i q u i d  f i l m  c o e f f i c i e n t ,  K a ,  t h e  g a s

f i l m  c o e f f i c i e n t ,  k Ga ,  and t h e  l i q u i d  f i l m  c o e f f i c i e n t ,  k j-a .
82The r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e s e  q u a n t i t i e s  i s

Prom E q u a t i o n s  ( 6 4 )  and ( 6 5 )  i t  i s  a p p a r e n t  t h a t  i f  

t h e  t r a n s f e r  c o e f f i c i e n t  and  H .T .U .  a r e  c o n s t a n t  t h e  H . E . T . P .  

w i l l  be  a  c o n s t a n t  and  i n d e p e n d e n t  o f  g a s  c o n c e n t r a t i o n

1 / K q& = l A o a + h A l & ( 6 8 )

(6 9 )

Kt a  = HK a 
L G

( 7 0 )

I f  s u b s c r i p t s  OG and OL r e p r e s e n t  o v e r a l l  g a s  and

o v e r a l l  l i q u i d  f i l m  c o e f f i c i e n t s ,  i t  c a n  be  shown t h a t 17

( H .T .U . )  = ( H . T . U . ) G + ( H G / L ) ( H .T .U . ) L

( H .T .U . )  = ( H . T . U . ) L + ( L / H G ) ( H . T . U . ) G

( H . T . U . ) QL = ( L / H G ) ( H . T . U . ) qg

(7 1 )

(7 3 )

( 7 2 )
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p r o v i d e d  t h e  e q u i l i b r i u m  c u r v e  i s  s t r a i g h t .  As t h e s e  

e q u a t i o n s  a r e  o f  v a l u e  p r i m a r i l y  i n  d i l u t e  r e g i o n s ,  i t  i s  

i n  t h i s  r e g i o n  t h a t  t h e  H . E . T . P .  c o u ld  be  u s ed  w i t h  co n ­

f i d e n c e  i n  p r e d i c t i n g  to w e r  h e i g h t s .  The r e l a t i o n s h i p  

b e tw e e n  H . E / T . P .  and  H.T.U.  i s

H . E .T .P .  = (H .T .U .  ) np l n ( H G / L ) / ( H G / L - l )  HG/L j  1GG ( ? 4 )

H . E . T . P .  = ( H . T . U . EG/L = 1
( 7 5 )

The H . E . T . P .  and  ( H .T .U . )  a r e  e x a c t l y  e q u a l  when th e
OG

o p e r a t i n g  l i n e  i s  p a r a l l e l  t o  t h e  e q u i l i b r i u m  c u r v e  a s  

c an  be  s een  by l e t t i n g  HG/L a p p r o a c h  1 i n  ( 7 4 ) .  E q u a t i o n s  

(7 4 )  and (7 5 )  c a n  a l s o  be c o u p l e d  w i t h  ( 7 1 )  and  (7 3 )  by

e l i m i n a t i n g  ( H . T . U . )  .
OG

E f f i c i e n c i e s  i n  P ack ed  T o w e r s . W hile  o p e r a t i o n s  c a r r i e d  

o u t  i n  p a c k e d  t o w e r s  a r e  n o t  c l a s s i f i e d  a s  s t a g e w i s e  p r o c e s s e s ,  

t h e  v a l u e s  o f  minimum c o n c e n t r a t i o n  and t h e  e x p r e s s i o n s  f o r  

e f f i c i e n c i e s  o b t a i n e d  f o r  p acked  t o w e r s  a r e  o f  i n t e r e s t  

i n a s m u c h  a s  t h e y  a r e  r e l a t e d  t o  s i m i l a r  m a t e r i a l  p r e v i o u s l y  

g i v e n  f o r  p l a t e  t o w e r s .  The f i n a l  c o n c e n t r a t i o n  a s  a 

f u n c t i o n  o f  t o w e r  h e i g h t  c a n  be o b t a i n e d  f rom  E q u a t i o n s  

( 6 2 )  and ( 6 3 ) .  E q u a t i o n  ( 6 2 )  can  be r e a r r a n g e d  to  g i v e  

hKGa(HG/L -  1) h  ln (H G /L)
---------------------------  = -------------------  = l n f y ^ ^ U - H G / L )  -HxQ+(HG/L)y

G/S H . E . T . P .
(7 6 )

where  Kg a i s  e l i m i n a t e d  by  E q u a t i o n  (6 4 )  and  x^ f rom  an
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o v e r a l l  m a t e r i a l  b a l a n c e .  S o lv in g  t h i s  e q u a t i o n  f o r  y^ 

a n d  n o t i n g  t h a t  h / H . E . T . P .  = N l e a d s  to  an  e q u a t i o n  w h ich  

i s  i d e n t i c a l  w i t h  ( 4 1 ) .  I n  o r d e r  t o  o b t a i n  t h e  minimum 

v a l u e  o f  y ^ ,  h  i s  a l l o w e d  t o  a p p r o a c h  i n f i n i t y ,  and  a s  t h i s  

i s  t h e  same a s  l e t t i n g  N a p p r o a c h  i n f i n i t y ,  e x a c t l y  t h e  same 

e q u a t i o n s  a r e  o b t a i n e d  f o r  t h e  minimum c o n c e n t r a t i o n  w i t h  

p a c k e d  t o w e r s  a s  a r e  o b t a i n e d  w i t h  p l a t e  t o w e r s .  The maximum 

o v e r a l l  e f f i c i e n c y  f o r  p a c k e d  t o w e r s  i s  a l s o  i d e n t i c a l  w i t h  

t h e  e x p r e s s i o n s  f o r  p l a t e  t o w e r s  g i v e n  i n  ( 4 9 )  and  ( 5 0 ) .

The e q u a t i o n s  f o r  r e l a t i v e  e f f i c i e n c y  a r e  i d e n t i c a l  w i t h  

( 5 5 ) ,  ( 5 6 ) ,  an d  ( 5 7 ) .  To p l a c e  i n  a more c o n v e n i e n t  fo rm  

f o r  p ack ed  t o w e r s ,  N may be  r e p l a c e d  by

N = h / ( H . E . T . P .  ) = h(  1 - H G / L ) / ( H . T . U . ) I n  (L/HG) ( 7 7 )

a n d  a s  h / ( H .T .U . ) QG = ( T . U . ) QG

N = ( T.U. ) QG( 1-HG/L) / ln ( L /H G )  L/HG /  1 ( 7 8 )

N = ( T . U . ) qg L/HG = 1 (7 9 )

U s in g  th e  r e l a t i o n s h i p

p . U . ) 0G( l - H G / L ) / l n ( L / H G )  _ Q ( T.U.  ) 0 g ( 1 -HG/L)

a n d  s u b s t i t u t i n g  i n  ( 5 5 ) ,  ( 5 6 ) ,  and  (5 7 )  g i v e s

E L/HG > 1 (8 1 )
(L/HG) e

( T . U . ) QG( 1-HG/L)

1 -  (L/HG)e
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The l i m i t  a p p r o a c h e d  by  E a s  L/HG- a p p r o a c h e s  z e r o  i s  u n i t y  

r e g a r d l e s s  o f  th e  number  o f  t r a n s f e r  u n i t s  a s  can  be seen 

f ro m  E q u a t i o n  ( 8 3 ) .

The l i m i t  o f  E a s  L/HG a p p r o a c h e s  i n f i n i t y  m u s t  be

o b t a i n e d  f ro m  ( 8 1 ) .  A l lo w in g  L/HG t o  a p p r o a c h  i n f i n i t y

l e a d s  t o  an  i n d e t e r m i n a t e  fo rm  w h ich  may be  e v a l u a t e d  to  
( T II )g i v e  E = 1 -  e * . The g r a p h i c a l  r e p r e s e n t a t i o n  o f  

t h e  r e l a t i v e  and o v e r a l l  e f f i c i e n c i e s  f o r  p a c k e d  t o w e r s  

i s  i l l u s t r a t e d  i n  F i g u r e  6 . The c u r v e s  a r e  o f  e x a c t l y  t h e  

same form a s  t h o s e  p r e s e n t e d  f o r  the  r e l a t i v e  and o v e r a l l  

e f f i c i e n c i e s  i n  t h e  s e c t i o n  on c o u n t e r c u r r e n t  e x t r a c t i o n  

i n  t h e  p r e v i o u s  c h a p t e r .  These  p l o t s  and  E q u a t i o n s  (7 8 )  

and  ( 7 9 )  show t h e  s i m i l a r i t y  b e tw e e n  th e  number  o f  p l a t e s  

and  th e  num ber  o f  t r a n s f e r  u n i t s  and t h e  d e p e n d e n c e  o f  

t h e  r e l a t i v e  e f f i c i e n c i e s  on t h e s e  q u a n t i t i e s .  I f  i t  i s  

d e s i r a b l e  t o  a b s o r b  a s  much o f  a s o l u t e  m a t e r i a l  f ro m  a 

g a s  m i x t u r e  a s  i s  p r a c t i c a b l e ,  t h e  o v e r a l l  e f f i c i e n c y  sh o u ld  

be  h i g h  and  t h e  p l o t s  i n  F i g u r e  6 i n d i c a t e  t h a t  L/HG s h o u ld  

be  g r e a t e r  t h a n  u n i t y .  I n  o r d e r  t o  have  a l a r g e  r e l a t i v e  

e f f i c i e n c y  when L/HG i s  g r e a t e r  t h a n  u n i t y ,  t h e r e  s h o u ld  be 

a t  l e a s t  t h r e e  t r a n s f e r  u n i t s  b a s e d  on t h e  o v e r a l l  g a s  

f i l m  c o n c e n t r a t i o n  d r i v i n g  p o t e n t i a l .  How ever ,  a f t e r  f i v e  

t r a n s f e r  u a i t s  h a v e  b e e n  r e a c h e d ,  t h e r e  i s  l i t t l e  im p ro v e ­

m ent  i n  t h e  to w e r  e f f i c i e n c y  w i t h  th e  a d d i t i o n  o f  e x t r a  

t r a n s f e r  u n i t s  due t o  g r e a t e r  h e i g h t s .
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NOMENCLATURE FOR CHAPTER VII

a = p a c k i n g  c o e f f i c i e n t ,  s q u a re  f e e t  o f  a r e a  f o r  m ass
t r a n s f e r  p e r  c u b i c  f o o t  o f  tow er  volume

A = L /G (H -1)  + y N + ( L / G ) x 0

B = H / ( H -1 )

c = l i q u i d  c o n c e n t r a t i o n ,  pound  m ols  s o l u t e  /  c u b i c  f o o t

C = a r b i t r a r y  c o n s t a n t

D = i r r ( y N - £ x o>

e = o v e r a l l  e f f i c i e n c y  f o r  p a c k e d  to w e r  h  f e e t  t a l l

e^  = maximum o v e r a l l  e f f i c i e n c y ,  p a c k e d  o r  p l a t e  t o w e r

e ^  = o v e r a l l  e f f i c i e n c y  f o r  N s t a g e s ,  m ass  o f  s o l u t e  r e ­
m oved /m ass  o f  s o l u t e  o r i g i n a l l y  p r e s e n t

E = r e l a t i v e  e f f i c i e n c y  f o r  p ack ed  t o w e r  h  f e e t  t a l l

E = r e l a t i v e  e f f i c i e n c y  f o r  N s t a g e s ,  m ass  o f  s o l u t e  
“ removed/maximum m a ss  w h ich  c a n  be removed  w i t h  f i x e d  

L/HG and  an  i n f i n i t e  num ber  o f  p l a t e s

G = m o ls  i n e r t  g a s  p e r  h o u r  (p o u n d s  may a l s o  be  used).

h  = t o w e r  h e i g h t  i n  f e e t  m e a s u r i n g  down f rom  t o p

H = H e n r y ' s  c o n s t a n t  = c o n c e n t r a t i o n  i n  g a s / c o n c e n t r a t i o n  
i n  l i q u i d

k g a  = g a s  f i l m  m a ss  t r a n s f e r  c o e f f i c i e n t ,  b a s e d  on c o n c e n ­
t r a t i o n  d r i v i n g  f o r c e  a c r o s s  g a s  f i l m ,  (pound  m o l s ) /  
( h o u r ) ( c u b i c  f o o t )  ( u n i t  o f  g a s  c o n c e n t r a t i o n  d r i v i n g  
f o r c e  b a s e d  on m o l a r  r a t i o  u n i t s )

KGa  = o v e r a l l  g a s  f i l m  m ass  t r a n s f e r  c o e f f i c i e n t ,  b a s e d  on 
o v e r a l l  g a s  f i l m  c o n c e n t r a t i o n  d r i v i n g  f o r c e ,  same 
u n i t s  a s  k ^ a .

k ^ a  = l i q u i d  f i l m  mass  t r a n s f e r  c o e f f i c i e n t ,  b a s e d  on co n c e n ­
t r a t i o n  d r i v i n g  f o r c e  a c r o s s  l i q u i d  f i l m ,  (p o u n d  m o l s ) /  
( h o u r ) ( c u b i c  f o o t ) ( u n i t  o f  l i q u i d  c o n c e n t r a t i o n  d r i v i n g  
f o r c e  b a s e d  on m o l a r  r a t i o  u n i t s )
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K_a = o v e r a l l  l i q u i d  f i l m  a1, a s s  t r a n s f e r  c o e f f i c i e n t ,  b a s e d  
on o v e r a l l  l i q u i d  f i l m  c o n c e n t r a t i o n  d r i v i n g  f o r c e ,  
same u n i t s  a s  k ^ a .

L = m ols  o f  i n e r t  l i q u i d  p e r  h o u r  ( p o u n d s  may a l s o  be
u s e d )

n = p l a t e  number c o u n t i n g  up f ro m  b o t t o m

>.T —  f  , - i f  5  y-. *! T* f i  f*  T*! T °  ^  *5X t  —  u v  u u  j .  i i  m I I i k /  v l  U a  ^  u ' J  U

p = p a r t i a l  p r e s s u r e

P = t o t a l  p r e s s u r e

= v a p o r  p r e s s u r e  

p  = l i q u i d  d e n s i t y ,  m o l s / c u b i c  f o o t

s = t o w e r  c r o s s - s e c t i o n a l  a r e a ,  s q .  f t .

vn
x = l i q u i d  c o n c e n t r a t i o n  h  f e e t  f rom  t o p  o f  p a c k e d  to w e r ,  

mols  o f  s o l u t e  p e r  mol o f  i n e r t  l i q u i d

x = l i q u i d  c o n c e n t r a t i o n  on n t h  p l a t e ,  m o ls  o f  s o l u t e
n p e r  mol o f  i n e r t  l i q u i d

x Q = i n l e t  l i q u i d  c o n c e n t r a t i o n  a t  top  o f  t o w e r

x^  = e x i t  l i q u i d  c o n c e n t r a t i o n  f rom  b o t t o m  o f  t o w e r

X = mol f r a c t i o n  i n  l i q u i d

y = g a s e o u s  c o n c e n t r a t i o n  h  f e e t  f rom t o p  o f  p a c k e d  to w er ,  
m o ls  o f  s o l u t e  p e r  mol o f  i n e r t  g a s

y = g a s e o u s  c o n c e n t r a t i o n  a r i s i n g  f rom  t h e  n t h  p l a t e ,
n m o ls  o f  s o l u t e  p e r  mol  o f  i n e r t  gas

yQ = i n l e t  g a s  c o n c e n t r a t i o n  a t  b o t t o m  o f  t o w e r

y^  = e x i t  g a s  c o n c e n t r a t i o n  f rom  to p  o f  to w e r

y * = A -  B + [(A -  B ) 2 + 4 / 2 , y c o o r d i n a t e  o f  i n t e r s e c t i o n
e q u i l i b r i u m  c u r v e  and o p e r a t i n g  l i n e

y^ = minimum c o n c e n t r a t i o n  o b t a i n a b l e  w i t h  an  i n f i n i t e  
number o f  p l a t e s .
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9 3 .

Y = mol  f r a c t i o n  i n  g a s

H . E . T . P .  = h e i g h t  e q u i v a l e n t  t o  a t h e o r e t i c a l  p l a t e

H .T .U .  = h e i g h t  o f  a t r a n s f e r  u n i t

T.U.  = number o f  t r a n s f e r  u n i t s  d e f i n e d  by  E q u a t i o n  ( 66 a )

Sub s c r i p t  s

n = p l a t e  number

N = t o p  p l a t e

o = i n l e t  s t r e a m

G = i n d i v i d u a l  g a s  f i l m

OG = o v e r a l l  g a s  f i l m

L = i n d i v i d u a l  l i q u i d  f i l m

OL = o v e r a l l  l i q u i d  f i l m
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FRACTIONAL DISTILLATION 

C h a p t e r  V

4 75 96F r a c t i o n a t i o n  ’ ’ i s  t h a t  o p e r a t i o n  i n  w h ic h  a

s i m u l t a n e o u s  i n t e r p h a s e  c o u n t e r f l o w  o f  two o r  more c h e m ic a l

com ponen ts  t a k e s  p l a c e  b e t w e e n  i n t i m a t e l y  c o n t a c t e d  l i q u i d

and v a p o r  p h a s e s  a s  t h e  two p h a s e s  p a s s  c o u n t e r c u r r e n t l y

t h r o u g h  a  c o n t a i n i n g  v e s s e l .  The p a r t i c u l a r  f r a c t i o n a t o r

g o v e r n s  t h e  manner  i n  w h ic h  t h e  v a p o r  and  l i q u i d  p h a s e s

a r e  c o n t a c t e d  and  may b r i n g  t h e  p h a s e s  i n t o  e i t h e r  d i f f e r e n -
75

t i a l  o r  s t a g e w i s e  c o n t a c t .  The u s u a l  s t a g e w i s e  f r a c t i o n ­

a t i n g  column c o n s i s t s  o f  a v e r t i c a l  to w e r  e q u i p p e d  w i t h  

s u i t a b l e  means  f o r  b r i n g i n g  t h e  l i q u o r  i n t o  i n t i m a t e  con­

t a c t  a t  i n t e r v a l s  t h r o u g h o u t  t h e  t o w e r .  P l a t e s  t h a t  r e t a i n  

l i q u i d  and h a v e  v a r i o u s  t y p e s  o f  v a p o r  r i s e r s  and l i q u i d  

downcomers a r e  n o r m a l l y  e m p lo y e d ,  and th e  t e r m  p l a t e  to w e r  

i s  u s e d  t o  d e s c r i b e  t h i s  t y p e  o f  u n i t *  I n  f r a c t i o n a t i n g  

co lu m n s ,  t h e  f e e d  i s  i n t r o d u c e d  a t  some i n t e r m e d i a t e  p o i n t  

where  i t  m ix e s  w i t h  t h e  l i q u i d  a l r e a d y  p r e s e n t .  Vapor  i s  

p r o d u c e d  i n  a  b o i l e r  a t  t h e  b o t t o m  o f  t h e  column and r i s e s  

t o  t h e  f i r s t  p l a t e  where  i t  g i v e s  up i t s  l a t e n t  h e a t  and 

p r o d u c e s  more v a p o r  w hich  i n  t u r n  p a s s e s  t o  t h e  n e x t  p l a t e .  

At t h e  top  o f  th e  co lum n t h e  v a p o r  i s  c o n d e n s e d ,  p a r t  o f  

t h e  c o n d e n s a t e  b e i n g  r e t u r n e d  t o  t h e  column t o  fo rm  t h e  

l i q u i d  p h a s e  and p a r t  b e i n g  d raw n  o f f  a s  p r o d u c t .  Two 

s t r e a m s  a r e  i n v o l v e d ,  a l i q u i d  p h a s e  p r o d u c e d  a t  t h e  to p  o f
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t h e  column and  augm ented  b y  th e  f e e d  a t  an  i n t e r m e d i a t e  

p o i n t  and  a v a p o r  p h a s e  p r o d u c e d  a t  t h e  b o t t o m  o f  t h e  to w e r  

i n  t h e  b o i l e r .  I n  some columns u s e d  f o r  s e p a r a t i n g  m u l t i -  

com ponen t  m i x t u r e s ,  s i d e  s t r e a m s  a r e  i n v o l v e d  i n  a d d i t i o n  

t o  t h e  p r o d u c t  and b o t t o m s .

H e a t  and m a t e r i a l  b a l a n c e s  and p h a s e  d a t a  a r e  n e c e s s a r y  

f o r  d e v e lo p m e n t  o f  d e s i g n  e o u a t i o n s  r e l a t i n g  t h e  v a r i a b l e s .  I n  

t h e  f o l l o w i n g  m a t e r i a l ,  b i n a r y  s y s t e m s  w i l l  be  t r e a t e d  

f i r s t  f o l l o w e d  by m u l t i c o m p o n e n t  s y s t e m s .

B i n a r y  Systems

M a t e r i a l  B a l a n c e s . A p l a t e  f r a c t i o n a t i n g  co lum n i s  

shown s c h e m a t i c a l l y  i n  F i g u r e  1 .  F o r  c o n v e n i e n c e  i t  i s  

d i v i d e d  i n t o  f i r s t ,  t h e  e n r i c h m e n t  s e c t i o n  w h ich  i n c l u d e s  

t h e  v a p o r  f ro m  t h e  f e e d  p l a t e  and t h e  r e m a i n d e r  o f  t h e  

co lum n  above  t h e  f e e d  p l a t e  and i n c l u d i n g  t h e  c o n d e n s e r ;  

a n d ,  s e c o n d ,  t h e  e x h a u s t i n g  s e c t i o n  w hich  i n c l u d e s  t h e  

b o i l e r ,  t h e  column b e l o w  t h e  f e e d  p l a t e ,  and  t h e  l i q u i d  on 

t h e  f e e d  p l a t e .  The p l a t e s  a r e  numbered a s  i n d i c a t e d  i n  

F i g u r e  1 .  S u b s c r i p t s  m and  n a r e  u s e d  f o r  p l a t e  n um bers  i n  

t h e  e x h a u s t i n g  and  e n r i c h i n g  s e c t i o n s  r e s p e c t i v e l y .  The 

p l a t e s  a r e  numbered down f rom  t h e  t o p  i n  t h e  e n r i c h i n g  

s e c t i o n  and  up f rom  t h e  b o t t o m  i n  t h e  e x h a u s t i n g  s e c t i o n .

The r e s u l t i n g  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s  a r e  e a s i e r  t o  h a n d l e  

when t h i s  n u m b e r in g  m ethod  i s  u s e d  i n  p r e f e r e n c e  t o  t h e  

u s u a l  way o f  n u m b e r in g  p l a t e s  up f rom  t h e  b o t t o m  i n  b o t h
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e n r i c h i n g  and  e x h a u s t i n g  s e c t i o n s .  A number  o f  d i f f e r e n t  

m a t e r i a l  b a l a n c e s  can  be w r i t t e n  i n c l u d i n g  ( 1 ) a b a l a n c e  

a r o u n d  t h e  e n t i r e  p r o c e s s ,  ( 2 ) a b a l a n c e  i n  th e  e n r i c h i n g  

s e c t i o n  i n c l u d i n g  th e  n t h  p l a t e  and  t h e  r e m a i n d e r  o f  t h e  

column above  t h e  n t h  p l a t e ,  and  ( 3 )  a b a l a n c e  o v e r  th e  

f i r s t  m p l a t e s  i n  t h e  e x h a u s t i n g  s e c t i o n .

( 1 )  M a t e r i a l  B a l a n c e  Around t h e  E n t i r e  P r o c e s s . 

D e s i g n a t i n g  F ,  D, and W a s  m o ls  p e r  h o u r  o f  f e e d ,  d i s t i l l a t e ,  

and  w a s t e  r e s p e c t i v e l y ,  a m a t e r i a l  b a l a n c e  o v e r  b o t h  com­

p o n e n t s  g i v e s

F = D + W ( 1 )

a nd  o v e r  t h e  more  v o l a t i l e  component

x f F = xd D + ( 2 )

where x ^ ,  and  x w a r e  r e s p e c t i v e l y  t h e  mol f r a c t i o n s  o f  t h e  

F ,  D, an d  W s t r e a m s .

( 2 )  M a t e r i a l  B a la n c e  i n  E n r i c h i n g  S e c t i o n . The o n l y  

s t r e a m  e n t e r i n g  t h e  s e c t i o n  o f  t h e  t o w e r  i n c l u d i n g  and above  

t h e  n t h  p l a t e  i s  t h e  v a p o r  f rom  t h e  ( n + l ) s t  p l a t e  w h i l e  

l i q u i d  l e a v e s  b o t h  a s  d i s t i l l a t e  a n d  o v e r f l o w  f rom t h e  n t h  

p l a t e . Thus

V = L + D ( 3 )n +1 n v '

and  o v e r  t h e  more  v o l a t i l e  component

^ n + l  V l  = x nL n + *dD 

w h ere  x ^  a n d  yn a r e  t h e  m o la r  c o n c e n t r a t i o n s  o f  t h e  more
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v o l a t i l e  component  i n  th e  l i q u i d  and v a p o r  r e s p e c t i v e l y  on 

t h e  n t h  p l a t e .

( 3 )  M a t e r i a l  B a la n c e  i n  E x h a u s t i n g  S e c t i o n . The 

o n l y  s t r e a m  e n t e r i n g  t h e  mth p l a t e  i s  th e  l i q u i d  f ro m  t h e  

( m + l ) s t  p l a t e  w h i l e  v a p o r  l e a v e s  t h e  mth p l a t e  and l i q u i d  

l e a v e s  th e  b o i l e r .  I n  t e r m s  o f  b o t h  com ponen ts

L m+l= + ( 5 )

o r  f o r  t h e  more v o l a t i l e  component

x n L , .  = y V + x \V ( 6 )m+1 m+1 • m m w v '

E q u a t i o n s  ( 3 )  and  ( 4 )  and  E c u a t i o n s  ( 5 )  and  ( 6 ) 

c a n  be combined t o  g i v e  t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n s  o f  th e  

o p e r a t i n g  l i n e s .  E l i m i n a t i n g  Vn+^ b e tw e e n  (3 )  and ( 4 )

■̂ n

7n+1 = V B  * n + DX1 / ( L n + D) ( 7 )

and f o r  t h e  e x h a u s t i n g  s e c t i o n ,  e l i m i n a t i o n  o f  V g i v e s7 m °

•^m+1
=   r Ŝn+l - wVtLm+l - *> (8)

m + 1 ”

D e f i n i n g  t h e  r e f l u x  r a t i o  a s  = Ln / ° »  E q u a t i o n  ( 7 )  becom es

R

Jn+1 = 7 ^ ;  x n + ^ d A V 1 ) (9 )
n

T h i s  e q u a t i o n  i n v o l v e s  t h e  f o u r  v a r i a b l e s  x n , yn , Rn , and 

i m p l i c i t l y  n .  B e f o r e  a s o l u t i o n  can  be o b t a i n e d  f o r  t h i s  

e q u a t i o n  o r  f o r  E q u a t i o n  ( 8 ) ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  e l i m i n a t e
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two o f  t h e  v a r i a b l e s .  T h i s  can  be a c c o m p l i s h e d  b y  a h e a t  

b a l a n c e  w h ich  w i l l  r e l a t e  t o  xn and by  a s su m in g  t h a t  t h e  

p l a t e s  a r e  t h e o r e t i c a l ,  i . e . ,  yn  i s  r e l a t e d  t o  x^  by  e q u i ­

l i b r i u m  d a t a .  E q u a t i o n  ( 9 )  can  t h e n  be r e d u c e d  t o  a fo rm  

c o n t a i n i n g  o n l y  x n and n .

H e a t  B a l a n c e s . The h e a t  e f f e c t s  i n v o l v e d  p r i m a r i l y  

c o n s i s t  o f  ( 1 ) l a t e n t  h e a t  o f  v a p o r i z a t i o n ,  ( 2 ) h e a t  o f  

r e a c t i o n  ( i f  a n y ) ,  ( 3 )  h e a t  o f  d i l u t i o n ,  and  ( 4 )  s e n s i b l e  

h e a t  d u e  t o  t h e  d i f f e r e n c e  i n  t e m p e r a t u r e  o f  t h e  s t r e a m s  

l e a v i n g  t h e  v a r i o u s  p l a t e s .  An e x a c t  s o l u t i o n  r e q u i r e s  a 

k n o w led g e  o f  t h e  thermodynamic  p r o p e r t i e s  o f  t h e  s y s t e m .

Where t h e  c o m p l e t e  therm odynam ic  d a t a  a r e  n o t  a v a i l a b l e ,  t h e  

b e s t  a s s u m p t i o n  i s  t h a t  t h e  m a jo r  p a r t  o f  t h e  h e a t  t r a n s f e r  

i s  e f f e c t e d  b y  t h e  l a t e n t  h e a t  o f  v a p o r i z a t i o n .  I f  a l l  o t h e r  

h e a t  e f f e c t s  a r e  n e g l e c t e d  and h n r e p r e s e n t s  t h e  a v e r a g e  

m o l a r  l a t e n t  h e a t  on th e  n t h  p l a t e ,  a h e a t  b a l a n c e  a r o u n d  

th e  n t h  and ( n + l ) s t  t r a y s  g i v e s

V 7n = V r t V n  U O )

Assuming no h e a t  l o s s e s ,  i t  i s  a p p a r e n t  t h a t  t h e  t o t a l  

l a t e n t  h e a t  g i v e n  up f rom  p l a t e  to  p l a t e  i s  c o n s t a n t  and 

m u s t  e a u a l  t h e  t o t a l  h e a t  removed i n  t h e  c o n d e n s e r  w hich  i s

^ 1 V1 * ‘T^ us

h nVn = h n + lVn + l  = h l Vl  <1:L)

From E q u a t i o n  ( 3 )  and t h e  d e f i n i t i o n  o f  t h e  r e f l u x  r a t i o

Vi = L0 + D = (R0 + 1)D (1 2 )
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E l i m i n a t i n g  V-j_ f rom  ( 1 1 )  and  s o l v i n g  f o r  Vn+1 g i v e s

vn + l  = hl ( Ro + D ^ A n + l  

where  a t  a g i v e n  p r e s s u r e ,  h n i s  a f u n c t i o n  o f  t h e  com­

p o s i t i o n  o f  th e  l i a u i d  on t h e  ( n + l ) s t  p l a t e .  E q u a t i o n  

( I ? )  g i v e s  one o f  t h e  r e l a t i o n s  n e c e s s a r y  f o r  t h e  e l i m i n a t i o n  

o f  e i t h e r  Ln i n  ( 7 )  o r  Rn i n  ( 9 ) .  E l i m i n a t i o n  o f  Vn+1 

b e t w e e n  E c iu a t io n s  ( 3 )  and  ( 1 3 )  y i e l d s

Ln = h ^  + 1 ) D / h n + i  -  D ( 1 4 )

I n  t h e  e x h a u s t i n g  s e c t i o n  h e a t  to  t h e  t o w e r  i s  

s u p p l i e d  f rom t h e  b o i l e r ,  .-n e q u a t i o n  s i m i l a r  t o  ( 1 1 ) 

c a n  b e  w r i t t e n  a s  f o l l o w s

V m  = V f l V t - l  = hl f Vl*

where t h e  p r im e s  a r e  u s ed  on h ^ '  and 1 t o  d i f f e r e n t i a t e  

f ro m  t h e  c o r r e s p o n d i n g  v a l u e s  i n  th e  e n r i c h i n g  s e c t i o n .

From ( 1 5 )  and (5 )  t h e r e  r e s u l t s

L m+1 = V  Vl ' ^ n  + W ( 1 5 )

T h i s  e a u a t i o n  c a n  be com bined  w i t h  E q u a t i o n  ( 8 ) .

The t h e r m a l  c o n d i t i o n  o f  t h e  f e e d  d e t e r m i n e s  t h e  

r e l a t i o n s h i p  b e tw e e n  t h e  v a p o r  f l o w s  i n  t h e  e n r i c h i n g  and  

e x h a u s t i n g  s e c t i o n s .  The t h e r m a l  p r o p e r t i e s  o f  t h e  f e e d  

may be  r e p r e s e n t e d  b y  q w h ich  i s  d e f i n e d  a s  t h e  r a t i o  o f  

t h e  h e a t  n e c e s s a r y  t o  v a p o r i z e  one mol o f  f e e d  t o  t h e  m o l a r  

l a t e n t  h e a t .  The h e a t  p r o d u c e d  i n  t h e  b o i l e r  augm ented  o r
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d e c r e a s e d  due t o  t h e  c o n d i t i o n  o f  t h e  f e e d  m us t  he  removed 

i n  t h e  c o n d e n s e r .  Thus

hx ' V1 l + h f ( l - q ) F  = h ^  = h 1 (R 0 + 1)D 

E l i m i n a t i n g  h ^ ’ * f rom  ( I S )  g i v e s

(1 7 )

Lra+i = [hi(Ro +1)0 • V 1-0-51’] K  +W ( 1 8 )

G r a p h i c a l  S o l u t i o n  o f  B i n a r y  F r a c t i o n a t i o n  E q u a t i o n s . 

F o r  t h e  e n r i c h i n g  s e c t i o n ,  th e  v a l u e  o f  i n  (14 )  c a n  be 

s u b s t i t u t e d  i n  E q u a t i o n  ( 7 )  to  y i e l d

A iR + 1 -  h n+1, 
yn + l  = --------------------------  + x dh n + l ^ l (R o + ^ ( 1 9 )

(R + 1)
o

E l i m i n a t i o n  o f  b e tw e e n  ( 8 ) and ( 1 8 )  p r o d u c e s

(R0 + 1)D -  ( l - q ) f h f. / h 1 + Whm/ h h ^ x . w
ym =

(R0 + 1)D -  ( l - q F ) h f / h 1
m+1

h1 (R0 + l ) D - h f ( l - q F )

( 2 0 )

I f  i t  i s  assumed t h a t  t h e  p l a t e s  a r e  t h e o r e t i c a l ,  E q u a t i o n s  

(1 9 )  and  (2 0 )  c a n  he s o lv e d  g r a p h i c a l l y  t o  g i v e  t h e  r e l a t i o n

s h i p  b e t w e e n  t h e  l i q u i d  and 

v a p o r  c o n c e n t r a t i o n s  and t h e  

p l a t e  n u m b e r .  These e q u a t i o n s  

f a l l  u n d e r  c a s e  3 o f  P a r t  IV  

o f  t h e  A p p e n d ix  and t h e i r
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s o l u t i o n s  a r e  i n d i c a t e d  i n  F i g u r e  2 .  I n  ( 1 9 )  a l l  q u a n t i t i e s  

e x c e p t  x n , yn+2 > a n ^ ^ n + i  a r e  ^ nown c o n s t a n t s .  I n  o r d e r  t o  

p l o t  th e  o p e r a t i n g  l i n e  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  so lv e  ( 1 9 )  

f o r  x r  i n  t e r m s  o f  Yn+^ and t h e  m o la r  l a t e n t  h e a t  o f  v a p o r i ­

s a t i o n  on t h e  ( n + l ) s t  p l a t e ,  h

x n = ^o + ^ ) y  n +1 ~ x d ^ n + l / ^ ^ / ^ o  + ^ “ ^ n + l / k )  ( 2 1 )

Assuming v a l u e s  o f  y . x  , can  h e  o b t a i n e d  f ro m  t h e  °  *n + l ’ n+1
e q u i l i b r i u m  c u r v e .  I f  t h e  l a t e n t  h e a t  i s  an  a d d i t i v e  f u n c t i o n

o f  t h e  l i q u i d  c o m p o s i t i o n  o r  some o t h e r  known f u n c t i o n ,

h n +1 c a n  b e  o b t a i n e d ;  and  t h e n  xn c a n  b e  com puted  f rom  ( 2 1 ) .

I n  t h i s  manner  t h e  c u r v e d  o p e r a t i n g  l i n e  can  b e  c o n s t r u c t e d ,

and t h e  u s u a l  s t e p w i s e  p r o c e d u r e  g i v e s  th e  l i q u i d  and v a p o r

c o n c e n t r a t i o n s  a s  a f u n c t i o n  o f  t h e  p l a t e  n u m b er .  A s i m i l a r

p r o c e d u r e  can  b e  employed i n  th e  e x h a u s t i n g  s e c t i o n .

A l th o u g h  m o l a r  u n i t s  h av e  b e e n  u sed  a s  a b a s i s  f o r

t h e  m a t e r i a l  and h e a t  b a l a n c e s  i n  th e  p r e v i o u s  d i s c u s s i o n ,

t h e  e q u a t i o n s  and p r o c e d u r e s  a r e  e q u a l l y  a p p l i c a b l e  t o

pound  u n i t s .  I n  f a c t ,  where  l a t e n t  h e a t s  and  e q u i l i b r i u m

d a t a  a r e  a v a i l a b l e  i n  t e r m s  o f  B .T .U .  p e r  pound and  mass

p e r c e n t a g e s ,  pound u n i t s  a r e  e a s i e r  to  u s e .
67A p p ro x im a te  G r a p h i c a l  S o l u t i o n . U nde r  c e r t a i n  c o n ­

d i t i o n s ,  t h e  g r a p h i c a l  p r o c e d u r e  o f  th e  p r e v i o u s  s e c t i o n  c a n  

be  m o d i f i e d  and  s i m p l i f i e d  to  g i v e  s t r a i g h t  o p e r a t i n g  l i n e s .

I f  t h e  m o la r  l a t e n t  h e a t s  r em ain  c o n s t a n t  i n  d i s t i l l a t i o n  

where  o n l y  l a t e n t  h e a t  i s  o f  i m p o r t a n c e ,  t h e  t e r m s
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h ^ / h ^ ,  and h f / h ^  become u n i t y ;  and  E q u a t i o n s  (1 9 )  and ( 2 0 )  

become

7 n+i  = R*n/(H + 1) + x d/ (R  + 1) (22)

ym = (KD + qF) xm+1/ (  RD + qF -  W) -  Wxw/ (  RD + qF -  W)
(2 5 )

These  a r e  t h e  e q u a t i o n s  o f  s t r a i g h t  l i n e s ,  and  th e  m ethod 

o f  F i g u r e  2 r e d u c e s  t o  t h e  w e l l  known M cC ab e-T h ie le  s o l u t i o n .  

I n  g e n e r a l ,  m o la r  l a t e n t  h e a t s  a r e  n o t  e q u a l ,  b u t  c a n  be 

made a p p r o x i m a t e l y  so b y  a s s i g n i n g  an  a r b i t r a r y  m o l e c u l a r  

w e i g h t  t o  one o f  t h e  c o m p o n e n t s .  Even w i t h  such  c l o s e l y  

r e l a t e d  compounds a s  b e n z e n e  and  t o l u e n e ,  t h e  m o l e c u l a r  

w e i g h t  o f  one s h o u ld  be m o d i f i e d  s e v e r a l  p e r  c e n t  f o r  b e s t  

r e s u l t s .

B i n a r y  E q u i l i b r i u m  R e l a t i o n s h i p s . B e f o r e  an a n a l y t i c a l  

s o l u t i o n  o f  t h e  f r a c t i o n a t i o n  e q u a t i o n s  c a n  be  o b t a i n e d ,  i t  

i s  n e c e s s a r y  t o  d e t e r m i n e  a f u n c t i o n a l  r e l a t i o n s h i p  b e tw e e n  

t h e  e q u i l i b r i u m  v a l u e s  o f  t h e  l i q u i d  and  v a p o r  c o n c e n t r a t i o n s .  

I f  i t  i s  assumed t h a t  t h e  r e l a t i v e  v o l a t i l i t y , * ^ ,  i s  c o n s t a n t ,  

a c o n d i t i o n  r a r e l y  m e t ,  th e  f o l l o w i n g  r e l a t i o n s h i p  b e tw e e n  

x  and y  can  be  d e v e l o p e d

t< x

A two p a r a m e t e r  e q u a t i o n  can  be g e n e r a l i z e d  f ro m  t h i s  e x ­

p r e s s i o n ,  and f o r  c e r t a i n  r e g i o n s  o f  c o n c e n t r a t i o n  th e  

g e n e r a l i z e d  e x p r e s s e d  may more a c c u r a t e l y  r e p r e s e n t  t h e
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d a t a  t h a n  ( 2 4 ) .  Thus

y  = oL x / (  p> x  + 1)  ( 25 )

r e p r e s e n t  s a fo rm  s i m i l a r  t o  (2 4 )  i n  w h ich  ( ot, -  1)  h a s  b e e n  

r e p l a c e d  by  ji . E q u a t i o n  ( 2 5 )  w i l l  n o t  s a t i s f y  t h e  c o n d i t i o n  

t h a t  x  = 1 when y = 1 , and c a n n o t  be u s e d  i n  t h e  r e g i o n  

c l o s e  t o  t h i s  p o i n t .

When x  i s  v e r y  s m a l l ,  E q u a t i o n  (24 )  r e d u c e s  to

y =*  x  (2 6 )

and  when x a p p r o a c h e s  u n i t y
1 oi - 1

y = 2 x + —  ( s ’ )
86A n a l y t i c a l  S o l u t i o n s . S u b j e c t  t o  t h e  a s s u m p t i o n

o f  c o n s t a n t  m o l a l  o v e r f l o w ,  th e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  th e  

number  o f  t h e o r e t i c a l  s t a g e s  and o t h e r  v a r i a b l e s  can  be 

d e t e r m i n e d  b a s e d  on t h e  e q u i l i b r i u m  r e l a t i o n s h i p s  p r e s e n t e d  

i n  E q u a t i o n s  ( 2 4 )  t h r o u g h  ( 2 7 ) .

I f  t h e  e q u i l i b r i u m  r e l a t i o n s h i p  t a k e s  t h e  fo rm  o f

( 2 6 )  f o r  th e  d i l u t e  o r  s t r i p p i n g  r e g i o n ,  ym can  be  e l i m i n a t e d  

i n  (2 3 )  t o  g i v e

o< xm = (RD + q F j x ^ ^ R D  + qF -  W) -  Wxw/ (  HD + qF -  W) (28 )

R e a r r a n g i n g  t h i s  e q u a t i o n  and  p l a c i n g  i n  s t a n d a r d  form

(RD + qF -  W)
xm+1 RD + qF

-*xm = Wx^/tRD+qF) (29 )

The c o m p le te  s o l u t i o n  o f  t h i s  l i n e a r  f i r s t  o r d e r  d i f f e r e n c e  

e q u a t i o n  i s
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1 0 5 .

= C

/ nn . p '*•»' W \ n u  -r >'.r -  <v ;vn

RD + qP

m
isr-u.
,,'VW

+

(!-/.)(RD + qp) + Vv
(3 0 )

W i th  m os t  s y s t e m s  u n d e r  n o rm a l  o p e r a t i n g  c o n d i t i o n s ,  

E q u a t i o n  ( 3 0 )  c o u ld  o n l y  be  u s e d  f o r  t h e  l o w e r  s e c t i o n  o f  

t h e  to w e r  and  would n o t  be a p p l i c a b l e  a t  t h e  f e e d  p l a t e .  

A c t u a l l y  t h i s  e q u a t i o n  would be  em ployed  t o  c a l c u l a t e  th e  

number  o f  r e m a i n i n g  p l a t e s ,  a f t e r  h a v i n g  r e a c h e d  a p o i n t  

w i t h  a g r a p h i c a l  p r o c e d u r e  'where E q u a t i o n  (2 6 )  would  a c ­

c u r a t e l y  r e p r e s e n t  t h e  d a t a  and  t h e  g r a p h i c a l  s o l u t i o n  had  

become t e d i o u s .  Assuming t h a t  th e  c o n c e n t r a t i o n  on t h e  Mth 

p l a t e  f ro m  t h e  b o t t o m  i s  x  , t h e  c o n s t a n t  i n  ( 3 0 )  c a n  be

J
d e t e r m i n e d .  Thus

C = (xM - K')/(r')‘
where  K 1 and  r ’ a r e  d e f i n e d  by

K 1 = wxw/ £ l - « 0  ( RD + qF) + w]

r '  =<*( RD + qF -  W)/(RD + qF) 

s u b s t i t u t i n g  ( 3 1 )  i n  ( 3 0 )  g i v e s

= (V .  K ' ) ( r - ) ” /4i + K'X
m M

(3 1 )

( 3 2 )

( 3 3 )

( 3 4 )

The c o n c e n t r a t i o n  on t h e  f i r s t  p l a t e  i s  g i v e n  b y  x  . Thusw
t o  o b t a i n  M from  ( 3 4 )  l e t  m = 1 and  x  = x  , t h e n

M = — —  log - K')
l o g  r 1

I n  t h e  c o n c e n t r a t e d  r e g i o n ,  E q u a t i o n  (2 7 )  c a n  be 

em ployed  t o  r e p r e s e n t  t h e  e q u i l i b r i u m  r e l a t i o n s h i p .  Com bin ing
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106 .

( 2 2 ) and  (2 7 )  g i v e s  

1

Ln+1

oc-1 R
  = -----  x  + x  j  / (  R + 1)

4  R+l d /
( 36 )

R e a r r a n g i n g  i n t o  s t a n d a r d  fo rm

* R

' ’n + 1  ¥5 1 )

The c o m p le t e  s o l u t i o n  i s  
n

x n = C
oi. R 

R+l L*
+ l <* X^ -  ( c< -1  ) ( R+l )

M
R ( l -o C )  + 1 (3 8 )

T h i s  e q u a t i o n  would b e  em ployed  i n  a m an n e r  s i m i l a r  t o  (3 2 )  

e x c e p t  t h a t  i t  would  be a p p l i c a b l e  o n l y  t o  t h e  c o n c e n t r a t e d  

r e g i o n  n e a r  t h e  t o p  o f  t h e  t o w e r .  To e v a l u a t e  C, p l a c e

n = 0 an d  x  = x , ,  t h e n  n d ’
x  = ( x ,  -  K) r n  + K n d

where  K and r  a r e  d e f i n e d  b y

K = x ^  - ( - 1 )  ( R + l )]  /E<x- ) + 1
r  = A R / ( R + 1 )

(3 9 )

( 4 0 )

(4 1 )

I f  x  r e p r e s e n t s  some known c o n c e n t r a t i o n  on t h e  Nth

t h e o r e t i c a l  p l a t e  f rom  t h e  t o p ,  t h e  number  o f  p l a t e s  i n  th e

s e c t i o n  i n  w h ic h  th e  l i q u i d  c o n c e n t r a t i o n  v a r i e s  f rom  Xjj t o

x^ may b e  o b t a i n e d  f rom ( 3 9 )
1

N = ---------  l o g  ( x w -  K ) / ( x .  -  K) (42 )
l o g  r

E q u a t i o n s  (3 5 )  a n d  (4 2 )  a r e  s o l u t i o n s  a p p l i c a b l e  t o  o n l y  a 

s m a l l  c o n c e n t r a t i o n  r a n g e  i n  w hich  t h e  e q u i l i b r i a  c a n  be
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r e p r e s e n t e d  by (2 5 )  and ( 2 7 ) .  They p o s s e s s  t h e  a d v a n ta g e  

o f  b e i n g  s im p le  a n d ,  c o n s e q u e n t l y ,  u s e f u l  where a p p l i c a b l e .

Fo r  s m a l l  r e l a t i v e  v o l a t i l i t i e s ,  t h e y  can  be em ployed  o v e r  

r e l a t i v e l y  wide c o n c e n t r a t i o n  r a n g e s .

The s o l u t i o n  o f  t h e  f r a c t i o n a t i o n  e q u a t i o n s  i n  c o n ­

n e c t i o n  w i t h  t h e  use  o f  E q u a t i o n  ( 2 4 )  i s  c o n s i d e r a b l y  more 

i n v o l v e d  t h a n  t h e  s o l u t i o n s  j u s t  p r e s e n t e d .  B e f o r e  t a k i n g  

up t h e  g e n e r a l  c a s e ,  t h 9  e q u a t i o n s  f o r  i n f i n i t e  r e f l u x  

r a t i o  w i l l  be c o n s i d e r e d .  I f  R i s  i n f i n i t e ,  t h e  m a t e r i a l  

b a l a n c e  e q u a t i o n s  r e d u c e  to

^ n + l  = *n  ( 4 3 a )

y = x  ... <4 3 b >m m+1

r e g a r d l e s s  o f  w h e t h e r  t h e  m o la l  l a t e n t  h e a t  i n  c o n s t a n t  o r  

n o t .  E q u a t i o n s  (4 3 a )  and ( 4 3 b )  a r e  i d e n t i c a l ,  and  o n l y  

t h e  s o l u t i o n  o f  ( 4 3 a )  w i l l  be  c o n s i d e r e d .  E l i m i n a t i n g

7n + l  Pr o d u c s  s

ol3tn +l / [ ( ^ - 1 ) l n +l  + h i  = x n ( 4 4 )
M u l t i p l y i n g  o u t  and  g a t h e r i n g  t e r m s

U  ” 1 )x nx n + l  " ^  xn + l  + *n = 0 <4 5 )

( 4 5 )  i s  a R i c c a t i  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n  and can  be  s o l v e d  by  

Method 4 p r e s e n t e d  i n  P a r t  I I I  o f  t h e  A p p en d ix .  D i v i d i n g  

t h r o u g h  b y  a nd r e a r r a n g i n g  t e r m s

— L  -  ^  1 _  = ( 1 - ^  ) ( 4 6 )
x n + l  Xn
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T h i s  e q u a t i o n  i s  l i n e a r  i n  l / x  and i t s  s o l u t i o n  i s

l / x „  = G + 1 ( 4 7 )n

As x n = xd when n = 0 ,  G may be  d e t e r m i n e d  t o  g i v e

l / x n = ( l / x d -  1) <^n + 1 (4 8 )

At i n f i n i t e  r e f l u x  r a t i o ,  i t  i s  d e s i r e d  to  know how many

s t a g e s  a r e  r e o u i r e d  to  r e d u c e  t o  x,,r. Thus°  n w

1
n = l o g [ x a  ( 1  -  xw) / x w (1  -  x d )] ( 4 9 )

86F o r  f i n i t e  r e f l u x  r a t i o ,  e l i m i n a t i o n  o f  t h e  v a p o r

c o n c e n t r a t i o n  f rom  E q u a t i o n s  ( 2 2 )  and ( 2 3 )  y i e l d s

x n + x d / ( R + l )  ( 5 0 )
x n + i  R

K  - D x n + 1  + l  R+1

o(xm RD + qF

x m + l  "  W\ / (RD + ^  -  W) ( 5 1 )( A -DXjjj  + 1 RD + qF -  W 

M u l t i p l y i n g  t h e s e  e q u a t i o n s  o u t  an d  g a t h e r i n g  t e r m s  p r o d u c e s

x nx n + l  + Axn +1 + Bxn + G = 0 ( 5 2 )

^Sn^ra+l + A' V u  + B ' xm + ®' = 0 <s 3 )

Where th e  c o n s t a n t s  a r e  d e f i n e d  by
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1 0 9 .

A = x d /R  -  ( R + l ) /R( <\ - 1 )  ( 5 4 a )

B = l / ( « A - l )  (5 4 b )

G = x d /R( (A-  1)  , ( 5 4 c )

A« = l / (  1 )  (5 5 a )

B '  = -Wx /(RD + qP) -  c((RD + qP -  W)/( o< -1 )(R D  + QF)
w ( 5 5 b )

G r = -  Wxw/(RD + qF)(cQ - 1 )  ( 5 5 c )

E q u a t i o n s  (5 2 )  and  ( 5 3 )  a r a  R i c c a t i  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s  

w i t h  c o n s t a n t  c o e f f i c i e n t s .  The s o l u t i o n s  a r e  p r e s e n t e d  

i n  P a r t  I I I  o f  th e  A p p e n d ix ,  and t h e  s o l u t i o n  o f  s i m i l a r  

e q u a t i o n s  f o r  g a s  a b s o r p t i o n  h a v e  b e e n  o b t a i n e d  i n  C h a p t e r  IV.  

The p r o c e d u r e  c o n s i s t s  i n  m aking  t h e  s u b s t i t u t i o n  x n = l / u n + k 

w h ere  k  i s  a r o o t  o f  t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n

k 2 - ( A  + B ) k  + R = 0 ( 5 6 )

Then E q u a t i o n  (5 2 )  c a n  be r e d u c e d  to

un+i  +[(A -  k ) / ( B -  k ) ]  un = 1 / ( B  -  k )  ( 5 7 )

The g e n e r a l  s o l u t i o n  o f  (5 7 )  i s

Un = C [(k  -  A) / ( B -  k )  j  ”  + l / ( A  + B -  2k)  ( 5 8 )

R e p l a c i n g  u^  by l / ( x n + k )  and  s o l v i n g  f o r  C s u b j e c t  to

x  = x,q e i v e s  o a  -

l / ( x n - k )  = | l / ( x d - k )  -  l / ( A + B - 2 k ) ( k - A ) / ( B - k )
n

+ l / (  A+B-2k)

(5 9 )

To o b t a i n  t h e  t o t a l  number ,  N, o f  p l a t e s  i n  t h e  e n r i c h i n g
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s e c t i o n  x r  i s  p l a c e d  e q u a l  t o  x^  and  n = N, t h e n

N
1

l o g  — :----------------------------------
l / ( x d - k )  -  l / (  A+B-2k) ( 6 0 )

l / ( x f - k )  -  l / ( A + B - 2 k )

l o g ( k - A ) / ( B - k )

F o r  t h e  e x h a u s t i n g  s e c t i o n  th e  t o t a l  number  o f  u n i t s .  M, i s  

g i v e n  by  a n  e x p r e s s i o n  i d e n t i c a l  w i t h  ( 6 0 )  e x c e p t  t h a t  k ,

A, and B a r e  r e p l a c e d  by k ' ,  A 1, and B ! and  i s  r e p l a c e d  

b y  x  . As t h e  f e e d  p l a t e  i s  c o u n t e d  t w i c e ,  t h e  t o t a lW

t h e o r e t i c a l  p l a t e s  i n  th e  co lum n i s  g i v e n  b y

G r a p h i c a l  S o l u t i o n  w i t h  C o n s t a n t  R e l a t i v e  V o l a t i l i t y , 

E q u a t i o n  (5 7 )  s e r v e s  a s  t h e  b a s i s  o f  a  s im p le  g r a p h i c a l  

s o l u t i o n  o f  t h e  b i n a r y  f f a c t i o n a t i o n  e q u a t i o n s  w i t h  c o n s t a n t  

r e l a t i v e  v o l a t i l i t y .  I f  u n and u n+-j_ a r e  r e p l a c e d  i n  t e r m s  

o f  xn , (5 9 )  becom es

The g r a p h i c a l  s o l u t i o n  o f  t h i s  e q u a t i o n  f a l l s  u n d e r  c a se  C 

o f  P a r t  IV  o f  t h e  A p p e n d ix .  A p l o t  o f  l / ( x n+^ -  k )  vs  

l / ( x n -  k )  g i v e s  a s t r a i g h t  l i n e  w i t h  s l o p e  ( A - k ) / ( B + k )  and 

i n t e r c e p t  l / ( B - k )  a s  i n d i c a t e d  i n  F i g u r e  3 .  Knowing the

t h e  o p e r a t i n g  1‘i n e .  P r o c e e d i n g  from l / ( x d - k )  h o r i z o n t a l l y  

t o  t h e  4 5 °  l i n e  and  t h e n  v e r t i c a l l y  t o  t h e  o p e r a t i n g  l i n e

t h e o r e t i c a l  p l a t e s  = N + M -  1 (6 1 )

x n +1

1

-k
+ (6 2 )

i n i t i a l  c o m p o s i t i o n  x ^ ,  t h e  p o i n t  l / t x ^ - k )  can  be l o c a t e d  on
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th e  p o i n t  l / ( x g - k )  i s  l o c a t e d .  

T h i s  p r o c e d u r e  can he c o n ­

t i n u e d  u n t i l  t h e  v a l u e  a t  t h e  

f e e d  p l a t e  i s  l o c a t e d .  A s im ­

i l a r  p r o c e d u r e  can  b e  employed 

t o  d e t e r m i n e  th e  num ber  o f  

t h e o r e t i c a l  p l a t e s  i n  t h e  e x ­

h a u s t i n g  s e c t i o n .  T h i s  m ethod  

h a s  t h e  p a r t i c u l a r  a d v a n t a g e  

t h a t  o n l y  s t r a i g h t  l i n e s  need  

be p l o t t e d  f o r  d e t e r m i n i n g  th e  

number  o f  t h e o r e t i c a l  p l a t e s .

M u l t i c o m p o n e n t  F r a c t i o n a t i o n ' * ' ® > 4 8 * 5 6 ,7 5 ,9 2

B o th  r i g o r o u s  s t e p w i s e  and  a p p r o x i m a t e  a n a l y t i c a l  a n d  

g r a p h i c a l  m e thods  a r e  a v a i l a b l e  f o r  d e t e r m i n i n g  t h e  number 

o f  t h e o r e t i c a l  p l a t e s  i n  t h e  f r a c t i o n a t i o n  o f  m u l t i c o m p o n e n t  

m i x t u r e s .  Up t o  t h e  p r e s e n t  t i m e ,  no e x a c t  a n a l y t i c a l  

s o l u t i o n s  have b e e n  d e v e l o p e d  e x c e p t  f o r  i n f i n i t e  r e f l u x  

r a t i o .  I n  t h e  f o l l o w i n g  s e c t i o n s  a d i s c u s s i o n  o f  e q u i l i b r i a  

i n  m u l t i c o m p o n e n t  s y s te m s  w i l l  b e  f o l l o w e d  by  g r a p h i c a l  

and a n a l y t i c a l  m e th o d s  f o r  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  number  o f  

t h e o r e t i c a l  p l a t e s .
22 75E q u i l i b r i a  i n  M u l t i c o m p o n e n t  S y s t e m s . * I f  th e

r e l a t i v e  v o l a t i l i t i e s  a r e  c o n s t a n t ,  i t  i s  p o s s i b l e  t o  

o b t a i n  a n a l y t i c a l  r e l a t i o n s h i p s  b e t w e e n  t h e  v a p o r  and  l i q u i d

GRAPHICAL SOLUTIO: 
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c o n c e n t r a t i o n s .  I f  x i  and y i  a r e  th e  l i q u i d - v a p o r  c o n c e n ­

t r a t i o n s  o f  t h e  i t h  component  o f  an  s com ponen t  s y s te m  and

( / . . . i s  t h e  r e l a t i v e  v o l a t i l i t y  o f  t h e  i t h  com ponent  w i t h  
J

r e s p e c t  t o  t h e  j t h  co m p o n en t ,  t h e n  "by d e f i n i t i o n  o f  t h e  

r e l a t i v e  v o l a t i l i t y

' h j  = ( 6 3 )

Prom t h e  d e f i n i t i o n  i n  ( 6 3 )  i t  i s  a p p a r e n t  t h a t  <* l k  = 

jic* I f  t h e  f i r s t  component  i s  t h e  m o s t  v o l a t i l e ,  

and  t h e  v o l a t i l i t y  d e c r e a s e s  w i t h  i n c r e a s i n g  s u b s c r i p t  i ,  

t h e  r e l a t i v e  v o l a t i l i t y  o f  t h e  i t h  com ponen t  w i t h  r e s p e c t  

t o  t h e  f i r s t  com ponen t  becom es

° S . i  = y 1 ( 1_Xi ) ( 6 4 )

The re  a r e  ( s - 1 )  e q u a t i o n s  o f  the  f o rm  o f  ( 6 4 )  f o rm in g  a 

s e t  o f  s i m u l t a n e o u s  e q u a t i o n s  i n v o l v i n g  th e  v a r i a b l e s  x ^ ,  X g , . .  

x 3 an d  y 1? y2 . . . y s . S o l u t i o n  f o r  y.^ i n  t e r m s  o f  th e  l i q u i d  

c o n c e n t r a t i o n s  f ro m  t h e  ( s - 1 )  e q u a t i o n s  i n v o l v e d  i n  ( 6 4 )  

g i v e  s

= o(i s 3!;i A ‘h s x l  (SS)

where £ i n d i c a t e s  a  summation on i  b e t w e e n  u n i t y  and  s .  F o r  

t h e  i n t e r m e d i a t e  component  o f  a t h r e e  component  s y s te m ,  ( 6 5 )  

become s

¥2  = ° ^ 2 3 x 2 A  ^ 13 ^  + ^  23x 2 + x 3 ) ( 6 6 )

.'■later i a l  and  H e a t  B a l a n c e  s i n  M u l t i c o m p o n e n t  S y s t e m s .

The m a t e r i a l  and  h e a t  b a l a n c e s  w h ic h  a r i s e  i n  m u l t i c o m p o n e n t
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f r a c t i o n a t i o n  a r e  i d e n t i c a l  w i t h  t h e  e q u a t i o n s  p r e s e n t e d  

f o r  b i n a r y  f r a c t i o n a t i o n .  Assuming c o n s t a n t  m o l a l  o v e r f l o w ,  

a com bined  m a t e r i a l  and h e a t  b a l a n c e  f o r  t h e  i t h  com ponent  

y i e l d  s

where  t h e  f i r s t  s u b s c r i p t  r e f e r s  t o  t h e  p a r t i c u l a r  com ponent  

and  t h e  second s u b s c r i p t  r e f e r s  t o  t h e  p l a t e  n um ber .  T h e re  

a r e  s e q u a t i o n s  o f  th e  fo rm  (6 7 )  and  a l s o  o f  f o rm  ( 6 8 ) .  These 

a c t u a l l y  c o n s t i t u t e  a s e t  o f  s i m u l t a n e o u s  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s .  

I f  t h e  v a p o r  c o n c e n t r a t i o n  i s  e l i m i n a t e d  f ro m  ( 6 7 ) ,  a  t y p i c a l  

e q u a t i o n  w i t h o u t  t h e  v a p o r  c o n c e n t r a t i o n s  f o r  t h e  i t h  com­

p o n e n t  r e s u l t s

( 6 7 )

RD + qP

I ,m + 1  -  Wxw / (RD + q r  " W)x, ( 6 8 )

s R

31 , vI n f i n i t e  R e f l u x  R a t i o .  I f  R i s  i n f i n i t e ,  ( 6 9 )  r e d u c e s  t o

s
( 7 0 )

a n d  f o r  t h e  j t h  component
s

( 7 1 )

D i v i d i n g  ( 7 0 )  by  ( 7 1 )  g i v e s

° < i j x i , n + l / x j , n + l  Xi , r / Xj , n ( 72 )
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E q u a t i o n  (7 2 )  i s  l i n e a r  i n  n / x j  and  can  be r e a r r a n g e d  

i n t o  s t a n d a r d  form

x ,  „ 1  x .i  y tH" 1 i  j n (73 )

The s o l u t i o n  o f  t h i s  e q u a t i o n  i s

(7 4 )

. x i , d x j , w  
l o g   Z---------

x j , d x i , w
( 7 5 )

There  a r e  ( s - 1 )  i n d e p e n d e n t  e q u a t i o n s  o f  t h e  f o r m  o f  ( 7 4 ) .

I f  i  i s  t a k e n  w i t h  r e f e r e n c e  to  t h e  m o s t  v o l a t i l e  com ponen t ,  

i t  i s  p o s s i b l e  t o  s o lv e  f o r  th e  i n d i v i d u a l  l i q u i d  c o n c e n ­

t r a t i o n s  i n  t e r m s  o f  th e  p l a t e  num ber  and p r o d u c t  c o m p o s i t i o n s .  

T r e a t i n g  t h e  ( s - 1 )  e q u a t i o n s  o f  t h e  fo rm  o f  ( 7 4 )  a s  s i m u l ­

t a n e o u s  e q u a t i o n s  i n  t h e  l i q u i d  c o n c e n t r a t i o n  v a r i a b l e s ,  t h e r e  

r e  s u i t s
n s n

( 7 6 )

F o r  a  t h r e e  com ponent  sy s tem ,  ( 7 6 )  t a k e s  t h e  fo rm s
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W ith  E q u a t i o n s  ( 7 5 )  and  ( 7 6 )  i t  i s  p o s s i b l e  t o  p r e d i c t  

e i t h e r  t h e  t o t a l  number  o f  p l a t e s  f o r  i n f i n i t e  r e f l u x  r a t i o  

o r  t h e  t h e o r e t i c a l  p l a t e  t o  p l a t e  c o m p o s i t i o n s .

G r a p h i c a l  S o l u t i o n  o f  M u l t i c o m p o n e n t  E q u a t i o n s . W i t h  

t h e  h e l p  o f  th e  e a u a t i o n s  j u s t  d e v e l o p e d  f o r  i n f i n i t e  r e f l u x  

r a t i o ,  i t  i s  p o s s i b l e  to  d e v e l o p  a g r a p h i c a l  p r o c e d u r e  f o r  

d e t e r m i n i n g  t h e  number  o f  p l a t e s  i n  m u l t i c o m p o n e n t  r e c t i ­

f i c a t i o n .  I f  t h e  v a p o r  l i q u i d  e q u i l i b r i a  f o r  a n y  component  

i s  known,  t h e  s t e p w i s e  McCabe -  T h i e l e  p r o c e d u r e  f o r  ob­

t a i n i n g  t h e o r e t i c a l  p l a t e s  c a n  be  u s e d .  I n  t h e  f o l l o w i n g  

s e c t i o n ,  a n  a p p r o x i m a t e  g r a p h i c a l  m ethod f o r  d e t e r m i n i n g  

t h e  num ber  o f  p l a t e s  w i l l  b e  d e v e l o p e d .

F o r  b i n a r y  s y s t e m s  t h e r e  i s  b u t  a s i n g l e  e q u i l i b r i u m  

c u r v e  f o r  e a c h  p r e s s u r e .  Hence,  t h e  v a p o r  c o n c e n t r a t i o n  

i s  a s i n g l e  v a l u e d  f u n c t i o n  o f  t h e  c o r r e s p o n d i n g  l i q u i d  

c o n c e n t r a t i o n .  However f o r  m u l t i c o m p o n e n t  s y s t e m s ,  s p e c i ­

f y i n g  a v a l u e  o f  a  l i q u i d  c o n c e n t r a t i o n  x^ d o e s  n o t  i n  

i t s e l f  u n i q u e l y  d e t e r m i n e  t h e  v a p o r  c o n c e n t r a t i o n  y ^ .  The re  

m u s t  be  ( s - 1 ) l i o u i d  c o n c e n t r a t i o n s  known a t  c o n s t a n t  

p r e s s u r e  i n  o r d e r  t h a t  t h e  v a p o r  c o n c e n t r a t i o n s  be d e f i n i t e l y  

f i x e d .  Thus i t  i s  p o s s i b l e  t o  h a v e  d i f f e r e n t  v a l u e s  o f  y^ 

i n  e q u i l i b r i u m  w i t h  l i q u i d  h a v i n g  a c o n s t a n t  v a l u e  o f  x ^ .

I n  t h e  f r a c t i o n a t i o n  o f  m u l t i c o m p o n e n t  s y s t e m s  u n d e r  

f i x e d  c o n d i t i o n s  i n  p l a t e  t o w e r s ,  t h e r e  a r e  a  s e r i e s  o f
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e q u i l i b r i u m  c u r v e s  f o r  th e  v a r i o u s  c o m p o n e n t s ,  i . e . ,  p l o t s  

° f  y i  n  v s  Xi n . P h y s i c a l l y  t h e s e  e q u i l i b r i u m  '’curves '*  

a r e  b u t  a s e r i e s  o f  p o i n t s  a s  no v a l u e s  o f  and y^ can  

e x i s t  f o r  o t h e r  t h a n  i n t e g r a l  v a l u e s  o f  n .  However f o r  

i n t e r p r e t a t i v e  p u r p o s e s ,  i t  i s  o f  v a l u e  t o  d raw  a smooth

c u r v e  t h r o u g h  th e  p o i n t s .  The x^ n — y^ n c u r v e s  a r e

a f f e c t e d  by  b o u n d a ry  c o n c e n t r a t i o n s ,  r e l a t i v e  v o l a t i l i t i e s ,  

and  t h e  r e f l u x  r a t i o .  F o r  a  g i v e n  sy s tem  and a g i v e n  s e t  

o f  e x i t  c o n c e n t r a t i o n s ,  t h e r e  a r e  an  i n f i n i t e  number  o f  

e q u i l i b r i u m  p a t h s  o r  c u r v e s  t o  be f o l l o w e d  on t h e  e q u i l i b r i u m

s u r f a c e  d e p e n d i n g  on t h e  r e f l u x  r a t i o .  I t  i s  a m a t t e r  o f

s p e c u l a t i o n  a s  t o  t h e  e x t e n t  o f  v a r i a t i o n  i n  t h e  e q u i l i b r i u m  

c u r v e s  due  t o  t h e  r e f l u x  r a t i o ,  r e l a t i v e  v o l a t i l i t i e s ,  and  

b o u n d a r y  c o n c e n t r a t i o n s .  One o f  th e  o b j e c t s  o f  t h i s  s e c t i o n  

i s  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  th e  e f f e c t  o f  t h e s e  p a r a m e t e r s  on 

t h e  e q u i l i b r i u m  p a t h s  t a k e n .  I t  w i l l  be  shown t h a t  f o r  

some t h r e e  component  sy s te m s  t h e  r e f l u x  r a t i o  d o e s  n o t  

a p p r e c i a b l y  a f f e c t  t h e  e q u i l i b r i u m  p a t h s  o f  c e r t a i n  com­

p o n e n t s  w h i l e  f o r  o t h e r  s y s t e m s ,  th e  a c t u a l  e q u i l i b r i u m  

c u r v e  f o r  a n y  r e f l u x  r a t i o  may be  a p p r o x i m a t e d .

To d e t e r m i n e  th e  e q u i l i b r i u m  p a t h s ,  r e c o u r s e  to  

p l a t e w i s e  c a l c u l a t i o n s  i s  p o s s i b l e .  I f  t h e  r e l a t i v e  

v o l a t i l i t i e s  a r e  c o n s t a n t ,  c o n s i d e r a b l e  s i m p l i f i c a t i o n  i n  

t h e  c a l c u l a t i o n s  can  be  m ade .  U n d e r w o o d ^  d e r i v e d  e x ­

p r e s s i o n s  w i t h  w h ich  i t  i s  p o s s i b l e  t o  make p l a t e  t o  p l a t e  

c a l c u l a t i o n s  w i t h o u t  r e s o r t  t o  a t r i a l  and  e r r o r  p r o c e s s .
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T r e a t i n g  E q u a t i o n  ( 6 9 )  a s  a  s e t  o f  s i m u l t a n e o u s  e q u a t i o n s

i n  x^  n+]_, i t  i s  p o s s i b l e  t o  d e r i v e  e x p r e s s i o n s  r e l a t i n g

t h e  c o n c e n t r a t i o n  x.  t o  t h e  c o n c e n t r a t i o n s  x n1 , n+ i  l , n
i g  n , . . .  . Fo r  t h e  e n r i c h i n g  s e c t i o n

<*l i (  ***!, n + x i  ,d  ^
x

I n  t h e  s t r i p p i n g  s e c t i o n  t h e  e q u a t i o n s  become

(R + qp -  '■»*,

x i  ,m+l
( R  + q p ) 3^ a x i , m R +

(7 9 )
qF

T h e se  e q u a t i o n s  a r e  i n  a fo rm  m ost  c o n v e n i e n t  f o r  m ak ing  

c a l c u l a t i o n s  s t a r t i n g  a t  e i t h e r  t h e  to p  o r  th e  b o t t o m  of  

t h e  t o w e r .  vVith E q u a t i o n s  ( 7 8 )  and  ( 7 9 ) ,  i t  i s  p o s s i b l e  

t o  d e t e r m i n e  th e  p a t h  o f  t h e  v a p o r  l i q u i d  e q u i l i b r i a  a s  

a f f e c t e d  b y  t h e  v a r i o u s  p a r a m e t e r s .

Three  Component S y s t e m s . F o r  th e  m o s t  v o l a t i l e  com­

p o n e n t  o f  a  t h r e e  com ponen t  s y s t e m ,  E q u a t i o n s  ( 6 4 )  and ( 78 )  

become
o(.-| 3X-,

7  = - ---— i   (8 0 )
13X1 + 23X2 + x 3

Rx., _ + x

Xl , n + l

— T X-il , n  l , q

R ( x i , n +<*12 * 2>n + ^ l 3 x3>n) + ( x 1>d + o ( 12x 2>d + °<i3x 3 , d )

( 8 1 )
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I 11 8 .

On th e  b a s i s  o f  t h e s e  e a u a t i o n s  and s i m i l a r  e q u a t i o n s  f o r  

t h e  o t h e r  c o m p o n en t s ,  p r e l i m i n a r y  c a l c u l a t i o n s  were made 

f o r  a h y p o t h e t i c a l  sys tem to  o b t a i n  i n f o r m a t i o n  a s  t o  th e  

v a r i a t i o n  o f  th e  e q u i l i b r i u m  c u r v e  w i t h  r e f l u x  r a t i o .

Assuming p r o d u c t  c o n c e n t r a t i o n s  a t  t h e  to p  f o r  a sys tem  i n  

which  a l l  r e l a t i v e  v o l a t i l i t i e s  were c o n s t a n t  s t e p w i s e  

c a l c u l a t i o n s  were  made down th e  t o w e r  f o r  v a r i o u s  r e f l u x  

r a t i o s .  The c o m p u t a t i o n s  were c o n t i n u e d  i n t o  t h e  r e g i o n  

n e a r  minimum c o n c e n t r a t i o n  f o r  th e  e n r i c h i n g  s e c t i o n  o n l y .

The f i r s t  sys tem  c o n s i d e r e d  was one i n  w h ich  °^]_2 = °^13 =

4 , x ^  d = 0 . 9 0 ,  x 2 d = x 3 d = 0,<^5 * I n  F i Su r e  4 ,  a p a r t i a l  

summary o f  t h e  r e s u l t s  i s  i n d i c a t e d  i n  t h e  fo rm  o f  p l o t s  o f  

l i q u i d  c o n c e n t t a t i o n  o f  t h e  m o s t  v o l a t i l e  com ponent  v s  p l a t e  

number  f o r  r e f l u x  r a t i o s  v a r y i n g  from 0 . 5  t o  i n f i n i t y .

S i m i l a r  c u r v e s  f o r  t h e  v a p o r  c o n c e n t r a t i o n  a r e  n o t  shown. 

W hi le  t h e s e  c u r v e s  v a r y  w i d e l y ,  t h e  d a t a  may be c o r r e l a t e d  

i n  th e  fo rm  o f  v a p o r  v s  l i q u i d  c o n c e n t r a t i o n  p l o t s .  I n  

F i g u r e  5 t h e  x  -  y  p l o t s  f o r  t h e  l e a s t  and  most  v o l a t i l e  

co m ponen ts  a r e  shown. The d a t a  f o r  t h e s e  com ponen ts  

c o r r e l a t e  i n t o  a p p a r e n t l y  smooth  c u r v e s ;  b u t  a s  i l l u s t r a t e d  

i n  F i g u r e  6 , th e  v a p o r  l i q u i d  p a t h s  f o r  t h e  i n t e r m e d i a t e  

component  c o n s i s t  o f  a s e r i e s  o f  d i s t i n c t l y  d i f f e r e n t  c u r v e s .  

As th e  v a r i a t i o n s  f rom  th e  mean c u r v e s  a r e  s l i g h t  f o r  the  

f i r s t  and  t h i r d  c o m p o n e n t s ,  t h e s e  c u r v e s  may be u s e d  a s  a 

b a s i s  f o r  a p p r o x i m a t e  y e t  a c c u r a t e  g r a p h i c a l  McCabe -  T h i e l e  

c a l c u l a t i o n s .  I f  t h e  e q u i l i b r i u m  d a t a  f o r  t h i s  s y s te m  were
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o b t a i n e d  f o r  a s i n g l e  r e f l u x  r a t i o ,  t h e  r e s u l t i n g  x  -  y 

p l o t  would b e  s u f f i c i e n t l y  c l o s e  t o  t h e  t r u e  e q u i l i b r i u m  

c u r v e  t o  p e r m i t  a c c u r a t e  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  number  o f  

p l a t e  s .

For  s y s t e m s  t h a t  c a n  be t r e a t e d  i n  t h i s  m anner ,  i t  

i s  d e s i r a b l e  t o  d i s c o v e r  an  e a s y  m ethod  f o r  o b t a i n i n g  th e  

e a u i l i b r i u m  c u rv e  and  t o  know what  t h e  maximum v a r i a t i o n  i s .

I n  F i g u r e  V an  e x a g g e r a t e d  p i c t u r e  o f  t h e  e q u i l i b r i a  f o r  

t h e  m os t  v o l a t i l e  component  i s  shown. F o r  e a c h  r e f l u x  

r a t i o ,  t h e  e q u i l i b r i u m  c u r v e s  a p p r o a c h  a l i m i t  w h ich  r e p r e s e n t s  

t h e  minimum c o n c e n t r a t i o n  o b t a i n a b l e  w i t h  t h e  g i v e n  r e f l u x  

r a t i o .  T h i s  p o i n t  r e p r e s e n t s  t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  t h e  

o p e r a t i n g  l i n e  and t h e  e q u i l i b r i u m  s u r f a c e .  The l o c u s  o f  

t h e  p o i n t s  o f  minimum c o n c e n t r a t i o n  w i l l  be c a l l e d  t h e  

’’minimum c o n c e n t r a t i o n  c u r v e . ” T h is  c u r v e  p a s s e s  t h r o u g h  

t h e  t e r m i n a l  p o i n t s  o f  th e  e q u i l i b r i u m  c u r v e s  f o r  e a c h  

r e f l u x  r a t i o ,  and r e p r e s e n t s  t h e  b o u n d a r y ,  above w h ich  no 

e q u i l i b r i u m  c u r v e  w i l l  l i e .  The c u r v e  f o r  i n f i n i t e  r e f l u x  

r a t i o  f o r m s  th e  l o w e r  b o u n d a r y  o f  t h e s e  same c u r v e s .  Thus 

i f  t h e  e q u a t i o n s  f o r  t h e s e  l i m i t i n g  c u r v e s  a r e  o b t a i n e d ,  

i t  i s  p o s s i b l e  t o  p r e d i c t  t h e  maximum v a r i a t i o n  i n  t h e  x  -  y 

c u r v e  s .

I n  t h e  f o l l o w i n g  p a r a g r a p h s ,  e q u a t i o n s  w i l l  be  d e r i v e d  

f o r  p r e d i c t i n g  t h e  maximum v a r i a t i o n  o f  the  e q u i l i b r i u m  

c u r v e s  w i t h  r e f l u x  r a t i o .  The r e s u l t s  o b t a i n e d  w i l l  a p p l y  

q u a n t i t a t i v e l y  o n l y  f o r  s y s t e m s  h a v i n g  c o n s t a n t  r e l a t i v e
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v o l a t i l i t i e s .  However,  i t  s h o u ld  n o t  be c o n s t r u e d  t h a t  th e  

m ethod p r o p o s e d  i s  more e x a c t  f o r  sy s te m s  i n  w hich  a l l  

r e l a t i v e  v o l a t i l i t i e s  a r e  c o n s t a n t  t h a n  f o r  sy s te m s  i n  

w h ich  t h e  r e l a t i v e  v o l a t i l i t i e s  a r e  n o t  c o n s t a n t .  Com­

p a r i s o n  o f  i d e a l  and  n o n - i d e a l  sy s tem s  c an  o n l y  be  o b t a i n e d  

b y  e x a m in in g  a c t u a l  c a l c u l a t i o n s .  S ys tem s  h a v i n g  c o n s t a n t  

r e l a t i v e  v o l a t i l i t i e s  a r e  c h o s e n  b e c a u s e  a n a l y t i c a l  e x ­

p r e s s i o n s  may be o b t a i n e d  f o r  t h e  d e s i r e d  c u r v e s .

Minimum C o n c e n t r a t i o n  C u rv e .  F o r  a g i v e n  r e f l u x  

r a t i o  t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  t h e  o p e r a t i n g  l i n e  o f  E q u a t i o n  (81)  

and t h e  e q u i l i b r i u m  s u r f a c e  o f  E q u a t i o n  (80)  r e p r e s e n t s  

t h e  p o i n t  o f  minimum c o n c e n t r a t i o n .  To o b t a i n  t h e  i n t e r ­

s e c t i o n  f o r  a t h r e e  component  sy s tem ,  e a u a t e  t h e  v a p o r  c o n ­

c e n t r a t i o n s  i n  E q u a t i o n s  ( 8 0 )  and ( 8 1 )  a s  f o l l o w s

________ d l 3  X1________  = ***1 + x l , d

* 1 3  X] + *  25 x 2 + x 3 R + 1

( 8 2 )

________^ 2 3 _x 2________  _ ***2 + X2 ,d  ( 8 3 )

* 1 3  X1 +o423 x 2 + X3 R + 1

X3 _ **3 + X3 , d

* 1 3  X1 + * 2 3  X2 + X3 R + 1
(84 )

S u b s c r i p t s  r e p r e s e n t i n g  p l a t e  numbers  a r e  d r o p p e d  a s  u n n e c e s s a r y

i n  t h e  r e g i o n  o f  minimum c o n c e n t r a t i o n ,  i . e . ,  x n = xn+-̂

a s  n a p p r o a c h e s  i n f i n i t y .  D i v i d i n g  E q u a t i o n  ( 8 2 )  b y  E q u a t i o n s
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and ( 8 4 )  r e s p e c t i v e l y  y i e l d s

12

cx 13

2  = t e l  + X l >d 
:2 + x 2 ,d

X1 **1 + x l , d

X. Rx3 + x ^ d

(85 )

( 8 6 )

E l i m i n a t i o n  o f t h e  p a r a m e t e r  R b e t w e e n

g i v e  s

r  A
o < i 2 <«l1 3  -  1 ) x 2 ,d _°^15  ^ 1 2

“  I S  ' “ -12 _ x l , d _ . X2

3itoI—1
■3

1

l , d j x„
+ 1 

( 8 7 )

D e f i n i n g  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  x d / x 2 a n d x ]_/x 3 a s  A and B 

l e a d s  t o

A x 1 / x 2 = B x 1 / x 3 + 1  ( 8 8 )

I f  Xg i s  e l i m i n a t e d  by means o f  x^ + Xg + x 3 = 1 ,  an  e x ­

p r e s s i o n  r e s u l t s  i n  w h ic h  x„ c a n  be o b t a i n e d  a s  a f u n c t i o n  

o f  x^  and t h e  v a r i o u s  p a r a m e t e r s .  R e a r r a n g i n g  t e r m s  a f t e r  

e l i m i n a t i o n  o f  x^  l e a d s  t o  t h e  a u a d r a t i c  e x p r e s s i o n

x 3 + (1 + A + B )x 1 -  1 -  B ( x x -  x x2 ) = 0 (8 9 )

S o l v i n g  f o r  x ^  y i e l d s

2 x 3 — 1 -  (1  + A + B)x-^ -  \ | ^1  + A + B)x-^ -  ]j + 4B(x^  -  x d *̂ )

( 9 0 )

The p l u s  s i g n  i s  c h o s e n  b e c a u s e  x^  a p p r o a c h e s  u n i t y  a s  x-^
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a p p r o a c h e s  z e r o .  An a n a l o g o u s  p r o c e d u r e  p r o d u c e s  a s i m i l a r  

e x p r e s s i o n  f o r  Xg

2Xg = 1 -  (1  -  A -  B )x 1 -  \ j~  (1  -  A - B )x 1 -  ]|2 -  4A(x^ -  x ^ 2 )

(9 1 )

i i j  i s  e a s y  uo demonsti*ci Le i-na g one oA'C uiuiiiui o io  s* undoi* tn e  

s q u a re  r o o t  s i g n s  i n  E q u a t i o n s  (9 0 )  and (91 )  a r e  e q u a l .  To 

o b t a i n  y  a s  a f u n c t i o n  o f  x^ a l o n e ,  t h e  v a l u e s  o f  x 2 and 

Xg f ro m  E q u a t i o n s  ( 9 0 )  and  (9 1 )  may be s u b s t i t u t e d  i n  

E q u a t i o n  (82^ t o  g iv e

^ 1 3  X1
v, =

d . i 3 / 2  -  °<2 3  -  1  +  (o^1 2  -  1 )  ( A + B ) j  X]_ -  (o^2 3  -  1 ) C

(92 )

where 

A =
^ 1 3  " 

( * 2 3  -  ^

2 ,d  

:l , d
B =

* 1 3 ^ 1 2  “ 

(*13  “ ^ 23)

3 , d

kl , d

c2 = (1 + A + B )x 1 -  ]j2 + 4 B (x x-  X 2 )  =[(  1 -  A -  B ) x 1 -  ]]2-4A ( xf x 2 )

I n f i n i t e  R e f l u x  R a t i o  C u r v e . The x co m p o n en ts  o f  th e  

e q u i l i b r i u m  c u r v e s  a t  i n f i n i t e  r e f l u x  r a t i o  can be o b t a i n e d  

f rom  E n u a t i o n s  (7 7 )  a s  a  f u n c t i o n  o f  t h e  p l a t e  n um ber .  When 

R i s  i n f i n i t e  t h e  m a t e r i a l  b a l a n c e  e a u a t i o n s  become

y l , n ^ l =  X
l , n ( 9 3 a )

y 2 , n + l = X2 ,n ( 9 3 b )

y3 , n + l = X Z  r ,0 ,n (93c)
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W ith  t h e s e  e q u a t i o n s  o r  w i t h  E q u a t i o n s  ( 5 5 ) ,  ( 6 6 ) ,  and (8 0 )  

t h e  v a p o r  c o n c e n t r a t i o n s  c a n  he o b t a i n e d  f o r  i n f i n i t e  r e f l u x  

r a t i o ,  and  t h e  e q u i l i b r i u m  c u r v e s  c a n  be o b t a i n e d .

D e v i a t i o n s  i n  E q u i l i b r i u m  C u r v e s . W i th  t h e  e q u a t i o n s  

t h a t  h a v e  b e e n  d e v e l o p e d ,  i t  i s  p o s s i b l e  t o  d e t e r m i n e  t h e  

maximum v a r i a t i o n  i n  t h e  e q u i l i b r i u m  c u r v e s .  To do t h i s ,  

x  -  y d a t a  f o r  t h e  minimum c o n c e n t r a t i o n  c u r v e  a s  c a l c u l a t e d  

f rom  E q u a t i o n  (9 2 )  w i l l  be com pared  g r a p h i c a l l y  w i t h  t h e

c o r r e s p o n d i n g  d a t a  f o r  th e  i n f i n i t e  r e f l u x  c u r v e  a s  d e ­

t e r m i n e d  f rom  E q u a t i o n s  ( 7 7 )  and ( 9 3 ) .  The d e c r e a s e  i n

c o n c e n t r a t i o n  p e r  p l a t e  a t  i n f i n i t e  r e f l u x  r a t i o  may be

r a t h e r  l a r g e  i n  c e r t a i n  c o n c e n t r a t i o n  r e g i o n s ,  and i n  such  

c a s e s  th e  p o i n t s  w i l l  be  sp aced  r a t h e r  f a r  a p a r t .  To i n ­

c r e a s e  th e  number o f  p o i n t s  f o r  p l o t t i n g  t h e  i n f i n i t e  r e f l u x  

c u r v e ,  f r a c t i o n a l  v a l u e s  o f  n w i l l  be  u s e d .  Use o f  f r a c t i o n a l  

p l a t e s  d o e s  n o t  im p ly  t h a t  c o n c e n t r a t i o n s  e x i s t  f o r  o t h e r  

t h a n  i n t e g r a l  p l a t e  n u m b ers ;  i t  i s  s im p ly  a p r a c t i c a l  e x ­

p e d i e n t  f o r  a i d i n g  i n  p l o t t i n g  t h e  i n f i n i t e  r e f l u x  c u r v e .

I n  F i g u r e  8 t h e  c a l c u l a t e d  d a t a  f o r  t h r e e  s y s te m s  a r e  shown.

I n  e a c h  s y s t e m  th e  e x i t  c o n c e n t r a t i o n s  a r e  : x„ , = 0 . 9 0 .l , d  *
Xg ^  = Xg ^ = 0 . 0 5 .  The r e l a t i v e  v o l a t i l i t i e s  f o r  t h e  t h r e e  

s y s t e m s  a r e  r e s p e c t i v e l y :  f o r  A, = 4 ,  = 20 ;  f o r  B,

0^12 = 2 , c < l 3  = 4; and  f o r  0 , d 12 = 1 . 2 5 ,  o^13 = 1 . 7 5 .  The 

c u r v e s  m ark ed  Al ,  B l ,  and Cl  r e f e r  t o  t h e  most  v o l a t i l e  com­

p o n e n t ,  and  th e  c u r v e s  m arked  A3, B3, and  C3 r e f e r  to  t h e  

l e a s t  v o l a t i l e  c o m p o n en t .  From t h e s e  c u r v e s  i t  i s  e a s y  t o
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399 znaz  znere  i s  ouc . n o c i e  v a r i a t i o n  m  cne © q u i i i D n u m  

c u r v e s .  The maximum p e r c e n t a g e  d e v i a t i o n  d e t e r m i n e d  a s  t h e  

d i f f e r e n c e  i n  y f o r  the two c u r v e s  d i v i d e d  h y  t h e  a v e r a g e  y 

i s  i n  t h e  n e ig h b o r h o o d  o f  4/b f o r  th e  m ost  v o l a t i l e  com­

p o n e n t .  W hile  t h e  d e v i a t i o n s  i n  th e  d i l u t e  r e g i o n  f o r  t h e  

l e a s t  v o l a t i l e  component  a r e  n o t  l a r g e ,  th e  p e r c e n t a g e  d e ­

v i a t i o n  g r e a t l y  i n c r e a s e s  i n  th e  more  c o n c e n t r a t e d  r e g i o n  

n e a r  t h e  p o i n t  ( 1 , 1 ) .  However  t h i s  r e g i o n ,  i n  w h ich  t h e  

g r e a t e s t  v a r i a t i o n  o c c u r s ,  w i l l  u s u a l l y  be i n  t h e  e x h a u s t i n g  

s e c t i o n ,  and a d i f f e r e n t  minimum c o n c e n t r a t i o n  c u r v e  would 

be  i n  e f f e c t .  Thus t h e  d i f f e r e n c e  i n  th e  two l i m i t i n g  

c u r v e s  f o r  t h e  l e a s t  v o l a t i l e  com ponen t  w i l l  b e  l e s s  t h a n  

i n d i c a t e d  i n  F i g u r e  8 i n  t h e  c o n c e n t r a t e d  r e g i o n .  F o r  t h e s e  

s y s t e m s  i t  would  p r o b a b l y  b e  b e s t  t o  u s e  a n  e q u i l i b r i u m  

c u r v e  f o r  th e  m o s t  v o l a t i l e  component  f o r  a p p r o x i m a t e  

M c C a b e -T h ie le  c a l c u l a t i o n s .

The e f f e c t  o f  t h e  p r o d u c t  c o m p o s i t i o n s  on t h e  e q u i l i b r i a  

c u r v e s  i s  shown i n  F i g u r e  9 .  The r e l a t i v e  v o l a t i l i t i e s  f o r  

t h e s e  s y s t e m s  a r e c s ^ g  = 2 a n d c v ^  = 4 .  The p r o d u c t  compo­

s i t i o n s  f o r  t h e  two s y s t e m s  a r e :  f o r  A, x n , = 0 . 5 0 ;1 9 a
x 2 , d = x 3 d = 0 . 2 5 ;  and  f o r  B, x q a = *3  a  = 0 . 2 5 ,  and

x 9 j = 0 . 5 0 .  I t  i s  a p p a r e n t  f rom  th e  c u r v e s  t h a t  t h e r e  i s
+-> j  U .

l i t t l e  v a r i a t i o n  b e tw e e n  t h e  minimum c o n c e n t r a t i o n  and  

i n f i n i t e  r e f l u x  c u r v e s  f o r  t h e s e  s y s t e m s .  I n  F i g u r e  10 ,  

t h e  v a r i a t i o n  i n  t h e  e q u i l i b r i u m  c u r v e s  f o r  th e  s y s te m :
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132 .

^ 1 2  = 2 » ^ 1 3  = 4 ’ X1 d = ° ' 9 0 » x o d = 0,C)99» an d  x <3 = 0 . 0 0 1 .

The d e v i a t i o n  i n  t h e s e  c u r v e s  i s  g r e a t e r  t h a n  f o r  t h e  p r e ­

v i o u s  s y s t e m s .  I n  th e  p r e v i o u s  c a s e s ,  th e  i n f i n i t e  r e f l u x  

r a t i o  c u r v e  c o u l d  he  u s ed  a s  the  e o u i l i b r i u m  c u r v e  f o r  com­

p u t a t i o n  o f  th e  number  o f  t h e o r e t i c a l  p l a t e s  a t  a n y  r e f l u x  

r a t i o  b e c a u s e  o f  th e  s m a l l  d e v i a t i o n s  b e tw e e n  t h e  minimum 

c o n c e n t r a t i o n  and  i n f i n i t e  r e f l u x  r a t i o  c u r v e s .  However ,  

f o r  t h e  sys tem  shown i n  F i g u r e  1 0 ,  t h e  d e v i a t i o n s  a r e  t o o  

g r e a t  t o  use  e i t h e r  t h e  minimum c o n c e n t r a t i o n  o r  t h e  i n f i n i t e  

r e f l u x  r a t i o  c u r v e  f o r  a n y  a r b i t r a r y  r e f l u x  r a t i o .  However ,  

t h e s e  l i m i t i n g  c u r v e s  c a n  be u sed  a s  g u i d e s  a l o n g  w i t h  t h e  

o p e r a t i n g  l i n e  f o r  d r a w in g  a p p r o x i m a t e  e q u i l i b r i u m  c u r v e s  

a s  i n d i c a t e d  f o r  two d i f f e r e n t  r e f l u x  r a t i o s .

The S t r i p p i n g  S e c t i o n . The minimum c o n c e n t r a t i o n  and  

i n f i n i t e  r e f l u x  c u r v e s  may be d e t e r m i n e d  f o r  t h e  s t r i p p i n g  

s e c t i o n  i n  a  s i m i l a r  m an n e r  t o  t h a t  em ployed I n  t h e  e n r i c h i n g  

s e c t i o n .  I f  t h e  v a p o r  c o n c e n t r a t i o n s  a s  o b t a i n e d  f ro m  t h e  

o p e r a t i n g  l i n e  an d  th e  e o u i l i b r i u m  c u r v e  a r e  p l a c e d  e q u a l  to  

e a c h  o t h e r  f o r  a l l  t h r e e  co m p o n e n ts  and  R + qF i s  e l i m i n a t e d ,  

t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n  r e s u l t s

E x-j^/xg = C- x^ X jj + 1 (94)

w h ere  t h e  c o e f f i c i e n t s  E and G a r e  d e f i n e d  a s

to 
! 

«—1 1
■d 

1i

-  1 x 2 ,w ^ 1 3 ^ 1 2  “
G -

X3 ,  w

^ 2 3 -  1 l ,w _ °*13 " ^ 1 2' Xl , w
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Thus  E q u a t i o n  (94)  i s  o f  the  same form a s  E q u a t i o n  (1 4 )  

f o r  t h e  e n r i c h i n g  s e c t i o n .  I f  x g o r  x 5 i s  e l i m i n a t e d  f ro m  

E o u a t i o n  ( 9 4 ) ,  a a u a d r a t i c  e x p r e s s i o n  r e s u l t s  and  th e  

s o l u t i o n  i s  a n a l o g o u s  to  t h o s e  p r e s e n t e d  i n  E q u a t i o n s  ( 9 0 )  

and ( 9 1 ) .  The c o n s t a n t s  A and  B a r e  r e p l a c e d  b y  E and G 

r e s p e c t i v e l y .

The i n f i n i t e  r e f l u x  r a t i o  c u r v e s  a r e  i d e n t i c a l  f o r  b o t h  

e n r i c h i n g  and  e x h a u s t i n g  s e c t i o n s .
75

System Benzene  -  T o lu en e  -  X y l e n e . The r e s u l t s  o f  

t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n s  c a n  be a p p l i e d  t o  s y s te m s  i n  w h ich  

t h e  r e l a t i v e  v o l a t i l i t i e s  a r e  n o t  c o n s t a n t .  There t h e  

minimum c o n c e n t r a t i o n  c u rv e  i s  d i f f i c u l t  t o  o b t a i n ,  t h e  

i n f i n i t e  r e f l u x  r a t i o  c u r v e  may s t i l l  s e r v e  a s  an  a p ­

p r o x i m a t i o n  o f  th e  e q u i l i b r i u m  c u r v e .  When t h e  r e l a t i v e  

v o l a t i l i t i e s  a r e  n o t  c o n s t a n t ,  t h e  i n f i n i t e  r e f l u x  r a t i o  

c u r v e  m ust  be  o b t a i n e d  b y  p l a t e  t o  p l a t e  c a l c u l a t i o n s .  For  

s y s t e m s  i n  w h ic h  a l l  t h e  co m ponen ts  a r e  d i s t r i b u t e d  b e tw ee n  

d i s t i l l a t e  and  b o t t o m ,  i t  makes  no d i f f e r e n c e  w h e t h e r  c a l ­

c u l a t i o n s  a r e  s t a r t e d  a t  t h e  t o p  o r  a t  t h e  b o t t o m .  The 

same i n f i n i t e  r e f l u x  c u r v e  s e r v e s  a s  a n  a p p r o x i m a t i o n  i n  

t h e  e x h a u s t i n g  s e c t i o n  a s  w e l l  a s  i n  t h e  e n r i c h i n g  s e c t i o n  

e v e n  th o u g h  t h e  minimum c o n c e n t r a t i o n  c u r v e s  d i f f e r  i n  th e  

two s e c t i o n s .

R o b in so n  and  G i l l i l a n d  p r o p o s e d  t h e  f o l l o w i n g  p ro b le m :

A m i x t u r e  c o n t a i n i n g  60 m o l9 p e r  c e n t  o f  x y le n e  i s  to  be  

f r a c t i o n a t e d  i n t o  a p r o d u c t  c o n t a i n i n g  n o t  o v e r  0 .5  mole p e r
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c e n t  o f  b e n z e n e .  The x y l e n e  i s  t o  d ro p  t o  a  n e g l i g i b l e  

v a l u e  i n  t h e  o v e r h e a d  d i s t i l l a t e ,  and t h e  p r o d u c t  w i l l  co n ­

t a i n  9 9 .5  mole  p e r  c e n t  o f  b e n z e n e .  A r e f l u x  r a t i o  o f  2 

i s  u s e d  and th e  f e e d  e n t e r s  t h e  column a t  i t s  b o i l i n g  p o i n t .

On t h e  b a s i s  o f  c o n s t a n t  m o l a l  o v e r f l o w ,  R a o u l t ' s  l a w ,  and  

e x p e r i m e n t a l  e q u i l i b r i u m  d a t a ,  R o b in s o n  and G i l l i l a n d  fo u n d  

b y  s t e p w i s e  c a l c u l a t i o n s  t h a t  16 t h e o r e t i c a l  p l a t e s  were  

r e q u i r e d .

F o r  t h e  same sys tem  p l a t e  t o  p l a t e  c a l c u l a t i o n s  s i m i l a r  

t o  t h o s e  o f  R o b in s o n  and G i l l i l a n d  w ere  made a t  i n f i n i t e  

r e f l u x  r a t i o  i n  o r d e r  to  o b t a i n  an a p p r o x i m a t e  x  -  y c u r v e .  

These c a l c u l a t i o n s  y i e l d e d  o n l y  f o u r  p o i n t s  i n  t h e  r a n g e  o f  

x  b e tw e e n  0 .1  and 0 .8  f o r  b e n z e n e ,  t h e  most  v o l a t i l e  com­

p o n e n t .  To a c t u a l l y  c o n s t r u c t  a c u r v e  t h r o u g h  such  few 

p o i n t s  i s  a t  b e s t  h a z a r d o u s ,  and  i t  i s  a d v a n t a g e o u s  t o  be  

a b l e  t o  d e t e r m i n e  a d d i t i o n a l  p o i n t s  on t h e  cu rv e  i n  t h e  

u n c e r t a i n  r a n g e s .  S ince  some d a t a  a r e  a v a i l a b l e ,  an 

a c c u r a t e  means o f  i n t e r p o l a t i n g  b e tw e e n  t h e  known p o i n t s  

i s  d e s i r a b l e .  W h i le  many i n t e r p o l a t i o n  f o r m u l a s  a r e  a v a i l ­

a b l e  i t  was found  t h a t  t h e  f o l l o w i n g  e m p i r i c a l  f o r m u l a  i s  

s u i t a b l e  f o r  i n t e r p o l a t i o n  p u r p o s e s

M x
y = ----------------------  (95)

(M -  l ) x  -  1

o r  s o l v i n g  f o r  M

y d  -  x)
M = ---------------  ( 9 6 )

x ( l  -  y)
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The q u a n t i t y  M i s  d e f i n e d  a 3 t h e  i n t e r p o l a t i o n  c o e f f i c i e n t .  

'-Vhile M d e p e n d s  upon t h e  l i q u i d  c o n c e n t r a t i o n ,  i t  v a r i e s  

b u t  s l i g h t l y  i n  t h i s  p r o b le m .

The m ethod  o f  p r o c e d u r e  was t o  d e t e r m i n e  m f o r  known 

v a l u e s  o f  x and  y p r e v i o u s l y  o b t a i n e d  by t h e  s t e p w i s e  c a l ­

c u l a t i o n s .  A p l o t  o f  v s  x  made p o s s i b l e  a d e t e r m i n a t i o n  

o f  M f o r  i n t e r m e d i a t e  v a l u e s  o f  x ,  and  t h e n  th e  c o r r e s p o n d i n g  

v a l u e s  o f  y were  c a l c u l a t e d  f ro m  E q u a t i o n  ( 9 6 ) .  I t  s h o u ld  

be  n o t e d  t h a t  t h i s  i n t e r p o l a t i o n  f o r m u l a  i s  o n l y  v a l u a b l e  

when t h e  v a r i a t i o n  i n  i.I i s  n o t  l a r g e  o v e r  t h e  d e s i r e d  r a n g e .

S in c e  no x y l e n e  a p p e a r e d  i n  t h e  d i s t i l l a t e ,  t h e  p l a t e  

t o  p l a t e  c a l c u l a t i o n s  were made f rom  t h e  b o t to m  u p .  The 

r e s u l t s  o f  c a l c u l a t i o n s  f o r  t h i s  s y s t e m  a r e  shown on 

F i g u r e  8 .  The v a r i a t i o n  i n  M was 1 0 # ,  and  t h e  i n t e r p o l a t i o n  

c o e f f i c i e n t  m ethod  was u s e d  w i t h  c o n f i d e n c e .  The i n t e r ­

p o l a t e d  p o i n t s  a r e  shown, and  i t  i s  a p p a r e n t  t h e y  a r e  v e r y  

h e l p f u l  i n  a c c u r a t e l y  c o n s t r u c t i n g  t h e  c u r v e .  Some o f  t h e  

e q u i l i b r i u m  d a t a  c a l c u l a t e d  by R o b in s o n  and G i l l i l a n d  f o r  

R = 2 a r e  shown on th e  p l o t ,  and i t  i s  a p p a r e n t  t h e r e  i s  

n o t  a  g r e a t  v a r i a t i o n  i n  t h e  e q u i l i b r i u m  c u r v e s  c a l c u l a t e d  

by  t h e  two p r o c e d u r e s .  I f  t h e  v a l u e  o f  t h e  r e f l u x  r a t i o  had  

b e e n  l a r g e r  t h i s  v a r i a t i o n  would h a v e  become l e s s .  U s ing  

th e  a p p r o x i m a t e  e o u i l i b r i u m  c u r v e ,  17 t h e o r e t i c a l  p l a t e s  

were o b t a i n e d  by  t h e  McCabe--Thiele m ethod  which  com pares  

f a v o r a b l y  w i t h  t h e  16 p l a t e s  a s  r e p o r t e d  by  R o b in so n  and 

G i l l i l a n d .
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NOMENCLATURE FOR CHARTER V

oc R e l a t i v e  v o l a t i l i t y  i n  two component  sys tem

^  . R e l a t i v e  v o l a t i l i t y  o f  i t h  com ponent  w i t h  r e s p e c t  to
 ̂ j t h  component

A, 3 ,  C, E, 0 ,  K, r ,  A 1, ft1, O ' ,  K ' ,  r '  C o n s t a n t s  d e f i n e d  
i n  t e x t

D Mols o f  d i s t i l l a t e  p e r  h o u r

F H o ls  o f  f e e d  p e r  h o u r

L Mols o f  l i q u i d  r e f l u x  p e r  h o u r  f o r  c o n s t a n t  m o l a l  o v e r f l o w

Lm Mols o f  l i q u i d  r e f l u x  p e r  h o u r  l e a v i n g  mth p l a t e  i n
s t r i p p i n g  s e c t i o n

Ln Same f o r  n t h  p l a t e  i n  e n r i c h i n g  s e c t i o n

L0 Mols o f  r e f l u x  p e r  h o u r  r e t u r n e d  t o  column f rom  c o n d e n s e r

M I n t e r p o l a t i o n  c o e f f i c i e n t  o r  t o t a l  p l a t e s  i n  s t r i p p i n g  
s e c t i o n

N T o t a l  p l a t e s  i n  e n r i c h i n g  s e c t i o n

q R a t i o  o f  h e a t  n e e d e d  to  c o n v e r t  one mol o f  f e e d  i n t o
s a t u r a t e d  v a p o r  t o  m o la l  l a t e n t  h e a t

s T o t a l  number  o f  com ponen ts

R R e f lu x  r a t i o  f o r  c o n s t a n t  m o l a r  o v e r f l o w

Rn ' R e f l u x  r a t i o  on n t h  p l a t e ,  r a t i o  o f  Ln to  1)

R R e f l u x  r a t i o  a t  c o n d e n s e ro
Vm H o ls  o f  v a p o r  p e r  h o u r  i n  e x h a u s t i n g  s e c t i o n  l e a v i n g  

mth p l a t e

V Mols o f  v a p o r  p e r  h o u r  i n  e n r i c h i n g  s e c t i o n  l e a v i n g  
n t h  p l a t e

W Mols o f  b o t t o m s  p e r  mol o f  p r o d u c t

x^  Mol f r a c t i o n  o f  i t h  com ponen t  i n  l i q u i d
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x.  n Mol f r a c t i o n  o f  i t h  com ponent  i n  l i q u i d  on n t h  p l a t e  l , n

y^ Mol f r a c t i o n  o f  i t h  com ponent  i n  v a p o r

y. Mol f r a c t i o n  o f  i t h  component  i n  v a p o r  on n t h  p l a t e1 , n

Sub s c r i p t  s

i  1 , 2 , . . . .  s S u b s c r i p t  d e n o t i n g  any  component

m P l a t e  number  c o u n t i n g  up f ro m  b o i l e r  i n  s t r i p p i n g
s e c t i o n

n P l a t e  number c o u n t i n g  down f rom  to p  p l a t e  i n  e n r i c h i n  
s e c t i o n

d P r o d u c t

s As s u b s c r i p t  d e n o t e s  l e a s t  v o l a t i l e  component
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DIFFERENCE CALCULUS 

A ppend ix  P e r t  I

8 , 6 8 , 8 9 , 9 1
The c a l c u l u s  o f  f i n i t e  d i f f e r e n c e s  i s  c o n ­

c e r n e d  w i t h  t h e  r a t i o  o f  f i n i t e  i n c r e m e n t s  A y / A x  o f

w n f n o l l  t t  T r o - n ^ o h l f l q  u r V i  ^  1  o  - H V i o  1  n f i  v n  n  + •  &  a - i m f l l::  v*. j ,  j  <l j.  v» x *-x i  * v  v a  O  ^ •• i_ 1 • xv> — •* .» ,

c a l c u l u s  d e a l s  w i t h  t h e  l i m i t  o f  t h i s  r a t i o  a s  A x  becom es  

i n f i n i t 9 s i m a l l y  s m a l l .  I n  many p r a c t i c a l  a s p e c t s ,  t h e  

o p e r a t i o n s  o f  f i n i t e  c a l c u l u s  a r e  a n a l o g o u s  t o  t h e  o p e r a t i o n s  

o f  d i f f e r e n t i a l  c a l c u l u s .  The o p e r a t i o n s  o f  d i f f e r e n t i a t i o n  

and  i n t e g r a t i o n  h a v e  c l o s e  p a r a l l e l s  i n  d i f f e r e n c i n g  and  

summ ation .  The s o l u t i o n s  o f  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s  a r e  

s i m i l a r  i n  many a s p e c t s  t o  t h e  s o l u t i o n s  o f  d i f f e r e n t i a l  

e q u a t i o n s .  These s i m i l a r i t i e s  make p o s s i b l e  th e  r a p i d  

m a s t e r y  o f  t h e  e l e m e n t s  o f  f i n i t e  c a l c u l u s .

The F i r s t  D i f f e r e n c e

The f i r s t  d i f f e r e n c e  ( s o m e t i m e s  t e rm e d  t h e  d i f f e r e n c e  

q u o t i e n t )  o f  a f u n c t i o n ,  f ( x ) ,  I s  d e f i n e d  by

A y  f ( x  + A x )  -  f ( x ) ^

A x  AX

T h i s  may be com pared  w i t h  t h e  f i r s t  d e r i v a t i v e  w h ich  i s  

d e f i n e d  a s  t h e  l i m i t  t o  which  t h e  f i r s t  d i f f e r e n c e  a p p r o a c h e s  

p r o v i d e d  t h e  l i m i t  e x i s t s ,  a s  A x  a p p r o a c h e s  z e r o .  Thus

U  Ay _ £ y  

x - ? O A x  dx

I t  i s  a p p a r e n t  t h a t  no q u e s t i o n  o f  l i m i t s  i s  i n v o l v e d  i n  t h e
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f i r s t  d i f f e r e n c e  d e f i n e d  by  E o u a t i o n  ( 1 )  a s  b o t h  A y and  A x 

a r e  f i n i t e  q u a n t i t i e s .  I t  s h o u ld  be n o t e d  t h a t  A x  r e p r e s e n t  

a c o n s t a n t  d i f f e r e n c e  o f  t h e  i n d e p e n d e n t  v a r i a b l e .  The 

q u a n t i t i e s  A y  and A x  a r e  a c t u a l  a l g e b r a i c  q u a n t i t i e s  o f  

f i n i t e  m a g n i tu d e  i n  c o n t r a s t  t o  th e  i n f i n i t e s i m a l s  dy and 

d x .  Thus t h e  f i r s t  d i f f e r e n c e  i s  a t r u e  f r a c t i o n  w h i l e  t h e  

f i r s t  d e r i v a t i v e  i s  n o t  a t r u e  f r a c t i o n  b u t  r a t h e r  a l i m i t .  

The Q u a n t i t y .  . A / A x ,  i s  a n a l o g o u s  t o  t h e  d i f f e r e n t i a l  

o p e r a t o r  d / d x .  She v a l u e  o f  A x  may be  t a k e n  a s  any c o n s t a n t  

v a l u e .

I n  s t a g e w i s e  p r o c e s s e s ,  t h e  i n c r e m e n t , A x ,  w i l l  be 

u n i t y  a s  i t  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  d i f f e r e n c e  b e tw ee n  s u c c e s s i v e  

s t a g e s  x  and  ( x + 1 ) .  I f  A x  i s  i d e n t i c a l l y  u n i t y  andA y i s  

th e  c o r r e s p o n d i n g  i n c r e m e n t ,  E q u a t i o n  ( 1 ) becomes

A y  = f ( x + l )  -  f  ( x )  = y x+1 -  yx  ( 2 )

The n o t a t i o n  y_ = f ( x )  and  y , =  f ( x + l )  i s  u s e d  f o r  c o n -  

v e n i e n c e  a n d  s i m p l i c i t y .  W i t h A x  = 1 , t h e  o p e r a t o r  A /A x  i s  

r e p l a c e d  by  A . The o p e r a t i o n  o f  o b t a i n i n g  A y  a s  i n  ( 2 ) 

b y  s u b t r a c t i n g  y f rom  y i s  t e r m e d  d i f f e r e n c i n g .  The
X  X * r J .

d e p e n d e n t  v a r i a b l e ,  y ,  n e e d  n o t  be  a c o n t i n u o u s  f u n c t i o n  o f  

x  f o r  t h e  d i f f e r e n c e  to  e x i s t .  I t  i s  o n l y  n e c e s s a r y  t h a t  

i t  be  d e f i n e d  a t  t h e  p o i n t s  x ,  ( x + 1 ) ,  ( x + 2) ,  e t c .

I n t e r p r e t a t i o n  o f  t h e  F i r s t  D i f f e r e n c e . I f  the v a p o r  

c o n c e n t r a t i o n  o f  the  more v o l a t i l e  com ponent  i n  a b i n a r y  

f r a c t i o n a t i o n  i s  p l o t t e d  a g a i n s t  th e  p l a t e  number ,  a s e r i e s
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o f  i s o l a t e d  p o i n t s  i s  o b t a i n e d  a s  i n d i c a t e d  i n  F i g u r e  1 .

'T h i l e  a smooth  c u rv e  may be  drawn t h r o u g h  t h e s e  p o i n t s  a s  

i n d i c a t e d  by  t h e  d o r , t ed  l i n e ,  no c o n c e n t r a t i o n s  e x i s t  

b e t w e e n  t h e o r e t i c a l  p l a t e s ,  and t h e  p a r t s  o f  th e  c u r v e  

b e tw e e n  i n t e g r a l  v a l u e s  o f  th e  p l a t e  number h a v e  no p h y s i c a l  

s i g n i f i c a n c e . The change  i n  v a p o r  c o n c e n t r a t i o n  f ro m  p l a t e  

t o  p l a t e  i s  r e p r e s e n t e d  b y

A y n = yn+1 -  yn ■ (3 )

T h i s  i s  s im p ly  th e  d i f f e r e n c e  o r  i n c r e m e n t  i n  c o n c e n t r a t i o n  

b e tw e e n  t h e  n t h  and  ( n + l ) s t  p l a t e s ,  and  i s  i d e n t i c a l  w i t h  

t h e  f i r s t  d i f f e r e n c e  A y ^ / A n  a s  d e f i n e d  i n  t h e  d i f f e r e n c e  

c a l c u l u s .  I n  t h i s  c a s e  A n = (n+1)  -  n = 1 and A y n / A  n 

becomes  A yn .

The f i r s t  d i f f e r e n c e  i s  num er-
VAPOR GCi:C SI-TRA TTOH

V3. I L-.TT !. -MB-;p i c a l l y  e q u a l  t o  t h e  t a n g e n t  o f

o
\

o

th e  a n g l e  b e tw e e n  a l i n e  

p a s s i n g  t h r o u g h  th e  p o i n t s  

\  ( x ,  yx ) and  (x + 1 ,  Jx + 1 ) and

A
'o.

"C>
o

•;ure i

t h e  x  a x i s .  H h e re a s  t h e  

d e r i v a t i v e  r e p r e s e n t s  t h e  i n ­

s t a n t a n e o u s  r a t e  o f  c h an g e  a t  

t h e  p o i n t  ( x ,  y  ) f t h e  d i f -A

f e r e n c e  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  

a v e r a g e  r a t e  o f  c h an g e  i n  t h e  i n t e r v a l  x and  (x + 1 ) .

R u le  f o r  O b t a i n i n g  D i f f e r e n c e s  

A s im p le  t h r e e  s t e p  r u l e  f o r  co m p u t in g  d i f f e r e n c e s  can
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b e  d e v e l o p e d  f rom  E q u a t i o n  ( 2 ) :

( a )  Compute th e  f u n c t i o n  a t  x + 1 ,  i . e . ,  w h e r e v e r  x  

o c c u r s  i n  f ( x ) ,  r e p l a c e  i t  by  (x + 1 ) .

( b )  Compute th e  f u n c t i o n  a t  x ,  i . e . ,  a s  i t  s t a n d s .

( c )  S u b t r a c t  ( b )  f ro m  ( a ) .

H ig h e r  D i f f e r e n c e s  

The s e co n d  d i f f e r e n c e  i s  d e f i n e d  a s  t h e  d i f f e r e n c e  o f  

t h e  f i r s t  d i f f e r e n c e  a n d  i s  r e p r e s e n t e d  b y  A 2y . The
A

n t h  d i f f e r e n c e  i s  g i v e n  by A n y _ .  H i g h e r  d i f f e r e n c e s  mayA

be o b t a i n e d  i n  t e r m s  o f  t h e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e  f ro m  

E q u a t i o n  ( 2 ) .  Thus

As an  exam ple  o f  the  d i f f e r e n c e s  o f  a n  e x p l i c i t  f u n c t i o n

A l l  h i g h e r  d i f f e r e n c e s  t h a n  t h e  t h i r d  a r e  z e r o .

D i f f e r e n c e s  o f  E l e m e n t a r y  F u n c t i o n s  

I n  t h i s  s e c t i o n  th e  d i f f e r e n c e s  o f  some o f  t h e  e l e m e n t a r y

( 4 a )

= y x +2 ■ 2 y x + i  + y x ( 4 b )

The t h i r d  d i f f e r e n c e  i s  g i v e n  b y

(5 )

o f  x  c o n s i d e r  the  s u c c e s s i v e  d i f f e r e n c e s  o f  y = x°A

A y = A x 3 = ( x+1 ) 3 -  x 3 = 3x^ + 3x  + 1
A

A2 yx  = 3 ( x + l ) 2 + 3 ( x + l )  + 1 -  ( 3 x 2 + 3x + 1 ) 

= 6x + 6

( 6a )

( 6 c )

( 6b )

A 3 yx  = 6 A 4y x = 0 (6d)
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f u n c t i o n s  w i l l  be o b t a i n e d .

C o n s t a n t .  The d i f f e r e n c e  o f  y  = c i s  z e r o  

The L i n e a r  F u n c t i o n , a x .  D i f f e r e n c i n g  a x  g i v e s

A ( a x )  = a ( x + 1 ) -  a x  = a  (7 )

F a c t o r i a l s . The q u a n t i t y  ( r e a d  x  f a c t o r i a l

n pow er )  p l a y s  an  a n a l o g o u s  r o l e  i n  f i n i t e  c a l c u l u s  t o  t h a t  

o f  t h e  s im p le  power f u n c t i o n  xn i n  th e  d i f f e r e n t i a l  c a l c u l u s .

I t s  d e f i n i t i o n  i s  g i v e n  by

x ^  = x  ( x - l ) ( x - 2 )  jx -  ( n - 1 )] ( 8 )

F a c t o r s  = 1 s t , 2 n d , 3 r d  .........................  n t h

Thus t h e  ( n )  i n d i c a t e s  t h a t  t h e r e  a r e  n f a c t o r s  i n v o l v e d .

I h e  l a s t  f a c t o r  i n  E q u a t i o n  ( 8 ) c a n  be w r i t t e n  a s  ( x  -  n + 1 ) .

I f  x = n ,  t h e  o u a n t i t y  i n  ( 8 ) r e d u c e s  t o  t h e  s im p le  f a c t o r i a l  

e n c o u n t e r e d  i n  e l e m e n t a r y  alrrebra?,  i . e . ,

= n ( n - l ) ( n - 2 ) ............. ( n  -  n + 1 ) = n l  ( 9 )
(<*)

The f i r s t  d i f f e r e n c e  o f  x  i s

A x ( n )  = ( x + l ) ( n )  -  x ( n )  ( 1 0 . )

w h ic h  on f a c t o r i n g  y i e l d s

= £(x+l )  “ ( x - n + l ) J  ( x ) ( x - 1 ) . . . .  ( x - n + 2 )

( 10b)
( n - 1 )

= nx  ( 1 1 )

The r e s u l t s  o f  E q u a t i o n  (1 1 )  a r e  s i m i l a r  t o  th e  d e r i v a t i v e

o f  X11.

E x p o n e n t i a l  F u n c t i o n s . E x p o n e n t i a l s  o f  t h e  form a x a r e  

o f  c o n s i d e r a b l e  i m p o r t a n c e  i n  th e  t h e o r y  o f  d i f f e r e n c e
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144 .

e o u a t i o n s .  The f i r s t  d i f f e r e n c e  o f  a "  i s

X  X + 1  X  X
A a = a - a  = ( a - 1 ) a 

The seco n d  d i f f e r e n c e  i s

A2 a x = A ( a - l )  a x = ( a - 1 ) 2 a x 

R e p e t i t i o n  o f  t h i s  p r o c e s s  g i v e s
ill X / -, \ Ti j'CA a  = ( a - 1 ) a

( 1 2 )

(1 3 )

( 1 4 )

T r i s n o m e t r i c  F u n c t i o n s

S i n e .  The d i f f e r e n c e  o f  s i n  u„ where  u„  i s  a n... ■ -  — A X

a r b i t r a r y  f u n c t i o n  o f  x  i s  

A s i n  u^= s i n  ux+-j_ -  s i n  ux

= s i n  ( u x + A u x ) -  s i n  ux

= s m / ,  , A Uj- \ AU
( U x  + +  —

X -  s i n (Ux -
•̂ux
2

E x p a n d in g  th e  s i n e  f u n c t i o n s  and c o m b in in g  t e r m s
Atu AU

A s i n  u = 2 s i n  — c os  ( u  + — x 2 x  2

(1 5 a )

(1 5 b )

( 1 5 c )

( 1 5 d )

Go s i n e . I n  a manner  s i m i l a r  t o  t h a t  f o r  t h e  s i n e ,  i t  

c a n  be  shown t h a t

A.ux Aux
A c o s  u „  = - 2  s i n  -----  s i n  ( u „  +  ) ( 1 6 )

x 2 2

T a n g e n t .  To f i n d  t h e  d i f f e r e n c e  o f  t a n  u------------- S,--------------- y

A t a n  u = t a n  u , -  t a n  u x x + l  x (1 7 )

s i n  ux+1 s i n  ux

c o s Ux+l c o s  ux

( 1 8 a )

s i n  ( u x+1 -  u x)

c o s  ux  c o s  u x+1
(1 8 b )
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s in  A ux
A  tan u = -------------   —  ( )

x c o s  u  c o s  u
x x + i

I n v e r s e  T a n g e n t . D i f f e r e n c i n g  t a n  ^ ux g i v e s

A t a n " 1 u  = t a n -1  u -  t a n -1  u  (1 9 a )
X  X + 1  X

-  -J U.V
A t a n "  u  = t a n " *  --------------------- (19b)

X 1 + ux u x + l

Summary o f  D i f f e r e n c e s . I n  th e  f o l l o w i n g  t a b l e  a  

l i s t  o f  t h e  more common d i f f e r e n c e s  and  c o m p a r i s o n s  w i t h  

c o r r e s p o n d i n g  o r  s i m i l a r  d e r i v a t i v e s  i s  g i v e n .  The symbol 

D i s  u s ed  f o r  d / d x

D i f f e r e n c e  D e r i v a t i v e

A c  = 0 D c = 0

A a x  = a  d ax  = a

. ( n )  ( n - 1 ) n  n -1A x  = n x x l D x  = n  x

xA a X = ( a - 1 )  a x  D a x  = ( l n  a ) a

a oX _ 0X rs X XA 2 = 2  D e = e
x + 1 1

A l o g  x  = l o g  -----------  D I n  x  = —x x

A %  ,  A U y .
A s i n  ux = 2 s i n  ——  c o s  ( u x + "~g“ / D s i n  u  = c o s  u D u

A'J-x a u x
A c o s  u = - 2  s i n  ------  s i n  ( u  + ------) D c o s  u  = -  s i n  u  D u

x  2 x  2
s i n  A  ux

A  t a n  = ----------------------------  D t a n  u  = sec u  D u
c o s  u  c o s  u  n x  x + l

D i f f e r e n c e s  o f  Sums, P r o d u c t s ,  and  Q u o t i e n t s . The 

d i f f e r e n c e  o f  a sum o f  s e v e r a l  f u n c t i o n s  i s  t h e  sum o f  t h e  

d i f f e r e n c e s  o f  t h e  f u n c t i o n s ,  i . e . ,
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1 4 6 .

A ( u  + v + w ) = A u  +A v + A w^  ' X X X X X  X

The d i f f e r e n c e  o f  t h e  p r o d u c t  o f  two f u n c t i o n s  i s  g i v e n  b j

A <ux vx> = UX+1 7X+1 -  “x  vx

T h i s  e o u a t i o n  ca n  be  p l a c e d  i n  th e  a l t e r n a t i v e  f o r m s

A ( u  v ) = u  A v + v , n A ux x x x  x +1 x

A ( u„  v ) = v „ A  u + u J _ A v 
x  X X  X  x + 1  X

E x p a n s i o n  o f  t h e  d i f f e r e n c e s  i n  ( 2 2 )  and ( 2 3 )  w i l l  show 

t h a t  b o t h  a r e  e q u a l  t o  ( 2 1 ) .  The s i m i l a r i t i e s  and d i s ­

s i m i l a r i t i e s  b e tw e e n  ( 2 2 )  and ( 2 3 )  and  th e  c o r r e s p o n d i n g
d dv  du

d e r i v a t i v e  —  (u v )  = u —  + v —  s h o u ld  be  n o t e d ,
dx  dx  dx

A s i m i l a r •p r o c e d u r e  f o r  ux / v  g i v e s

u  u  n u
X  X + 1  X

vx  Vx +1 vx

C om bin ing  o v e r  a common d e n o m i n a t o r  a n d  a d d i n g  a n d  sub­

t r a c t i n g  u  v f rom  t h e  n u m e r a t o r  y i e l d sX X

A
u x vx A u x - ux A v x

V X  Vx vx + l

T h i s  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  d e r i v a t i v e

d u  v d u / d x  -  u  d v / d x

dx v v2
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R e c i p r o c a l  o f  A y r / A  x . I n  t h e  d i f f e r e n t i a l  c a l c u l u s ,  

f r e q u e n t  u s e  i s  made o f  th e  f a c t  t h a t  d x / d y  i s  th e  r e c i p r o c a l  

o f  d y / d x .  A s i m i l a r  r e l a t i o n s h i p  d o e s  n o t  h o l d  i n  t h e  

f i n i t e  c a l c u l u s .  T h i s  i s  due t o  t h e  way t h e  d i f f e r e n c e s  

Ayx / A x  and A x  /  Ay a r e  d e f i n e d .  I n  e i t h e r  c a s e ,  t h e
v

d i f f e r e n c e ,  A x  o r A y ,  o f  the  v a r i a b l e  s e r v i n g  a s  i n d e p e n d e n t  

v a r i a b l e  i s  t a k e n  a s  c o n s t a n t  a n d  e q u a l  t o  u n i t y .  Thus 

i n  one c a s e  A y = 1 and  i n  t h e  o t h e r  A y  i s  a  v a r i a b l e  

q u a n t i t y  d e p e n d i n g  upon A x .  I n  g e n e r a l

Ayx 4  1 ^ XJ  ( 2 7 )

A n o t h e r  u s e f u l  r e l a t i o n  o f  d i f f e r e n t i a l  c a l c u l u s ,  
d d  dy
—  f ( y )  = ___  f ( y ) ___  s i m i l a r l y  h a s  no c o r r e s p o n d i n g  a n a l o g
d x  d y  dx

i n  t h e  f i n i t e  c a l c u l u s .  I f  th e  f u n c t i o n s  a r e  o f  such  a 

n a t u r e  t h a t  i t  i s  i m p o s s i b l e  t o  so^ve  e x p l i c i t l y  f o r  t h e  

d e p e n d e n t  v a r i a b l e ,  no g e n e r a l  m e th o d  f o r  o b t a i n i n g  t h e  

d i f f e r e n c e  s i m i l a r  t o  t h e  above m ethod  f o r  d e r i v a t i v e s  

e x i s t s .  Thus i f

x  = f  ( y x ) ( 2 8 )

and i t  i s  i m p o s s i b l e  t o  s o lv e  f o r  y  i n  t e r m s  o f  s im p le  

f u n c t i o n s  o f  x ,  t h e  d i f f e r e n c e  m u s t  be o b t a i n e d  a s

(x+1 ) -  x = f  ( y x + 1 ) -  f  ( y x ) ( 2 9 )

whence

1 = f  ( y x + A y x ) -  f  ( yx ) (30 )

I t  i s  n o t  p o s s i b l e  t o  s ay  x = f  ( y )
i y  A x
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D e f i n i t i o n  o f  t h e  O p e r a t o r  E .  The d e f i n i n g  e q u a t i o n  

f o r  t h e  f i r s t  d i f f e r e n c e  can  h e  p l a c e d  i n  t h e  form

yx + i  = y * + A y x <31)

I f  A i s  trea ted  a s  a symbol o f  Q uantity  yx can be fa c to red  

in  Equation (31)  to g ive

yx+l  = (1  + A > yx (3 8 )

The sy m b o l ic  q u a n t i t y  (1  + A )  i s  i m p o r t a n t  and i s  d e f i n e d

a s  E ;  t h u s

yx + l  = Eyx  ( 3 3 )

E q u a t i o n  (3 3 )  may be  c o n s i d e r e d  a s  t h e  d e f i n i n g  e q u a t i o n  

f o r  E .  I n  w o rd s ,  E i s  t h a t  o p e r a t o r  w h ich  i n c r e a s e s  t h e  

i n d e p e n d e n t  v a r i a b l e  by  u n i t y .

R e p e t i t i o n  o f  th e  o p e r a t i o n  g i v e s

E E = yx+2 ( 3 4 )

I n  g e n e r a l

E“ yx = yx+n <3 5 )

an d  E ‘ nyx = yx - , i  ( 3 6 )

The o p e r a t o r  E may a c t  on a n  e x p l i c i t  f u n c t i o n  o f  x ,  t h u s

E x  = (x + 1 )  (3 7 )

and

E“ '2 x = ( x - 2 ) ( 3 8 )

Use o f  th e  O p e r a t o r s  A an d  E.  S o l v i n g  f o r  A  i n  t e r m s  

o f  E y i e l d s

A  = E -  1  ( 3 9 )
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The o p e r a t o r s  A and S may be  t r e a t e d  e x a c t l y  a s  a l g e b r a i c  

q u a n t i t i e s .  As a n  example  o f  t h e  u s e  o f  ( 3 9 )  t h e  t h i r d  

d i f f e r e n c e  o f  y  w i l l  be o b t a i n e d .  S in c e  A = E -  1

A 3 y x  = ( E - l ) 3 J x  = (E 3 -  3E2 + 3E -  1)  y x
3

\  v v = „ -  3 v „ . o + -  Y~ v x  v x~o ”  '■ X-t-J. '• x

Til ls  i s  th e  same r e s u l t  o b t a i n e d  i n  E q u a t i o n  ( 5 ) .  I n  g e n e r a l

t h e  n t h  d i f f e r e n c e  o f  y i s  g i v e n  by
x

A n y x = (E -  l ) n y  ( 4 0 )

T h i s  e q u a t i o n  shows t h a t  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  v a r i o u s  

t e r m s  i n  t h e  e x p a n s i o n  o f  A ny a r e  th e  same a s  t h e  b i n o m i a l  

c o e f f i c i e n t s  f ro m  th e  e x p a n s i o n  ( E - l ) n .
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FINITE INTEGRATION AND SUMMATION 

A p pend ix  P a r t  I I

I n t r o d u c t i o n . I n  t h e  p r e v i o u s  c h a p t e r ,  t h e  d i f f e r e n c e s  

o f  v a r i o u s  f u n c t i o n s  h a v e  "been f o u n d .  I n  t h i s  c h a p t e r  the  

i n v e r s e  p r o c e s s  o f  f i n d i n n  a  f u n c t i o n  whose d i f f e r e n c e  i s  

known w i l l  he  i n v e s t i g a t e d .  The i n v e r s e  p r o c e s s ,  t e r m e d  

f i n i t e  i n t e g r a t i o n  o r  summation may be c a r r i e d  o u t  i n  

s e v e r a l  m a n n e r s .  W hi le  no g e n e r a l  method e x i s t s  f o r  f i n d i n g  

t h e  f i n i t e  i n t e g r a l  o f  a  f u n c t i o n ,  many s im p l e  f o rm s  may 

be  o b t a i n e d  b y  i n s p e c t i o n .

Symbol o f  F i n i t e  I n t e g r a t i o n . F o r  t h e  f i n i t e  i n t e ­

g r a t i o n  o f  f ( x )  t h e  f o l l o w i n g  n o t a t i o n  i s  u s e d :

E f ( x ) A x  ( 1 )

The r e a s o n s  f o r  u s i n g  T, w i l l  a p p e a r  s u b s e q u e n t l y .  The sym bols  

u sed  i n  E q u a t i o n  ( 1 )  a r e  q u i t e  s i m i l a r  t o  th e  d i f f e r e n t i a l  

i n t e g r a t i o n  s i g n ^ f ( x ) d x .  F o r  t h e  u s u a l  c a s e  i n  w hichA  x  = 1,  

E q u a t i o n  ( 1 )  becom es

E f ( x )  ( 2 )

F o r  t h e  p r e s e n t ,  E q u a t i o n  ( 2 )  w i l l  b e  r e f e r r e d  to  a s  t h e  

f i n i t e  i n t e g r a l  o r  s im p l y  i n t e g r a l  o f  f ( x ) .

C o n s t a n t  o f  F i n i t e  I n t e g r a t i o n . I f  F ( x )  i s  t h e  i n t e g r a l  

i n d i c a t e d  b y  ( 2 ) ,  t h e n  F ( x )  + C i s  a l s o  a n  i n t e g r a l  i f  C 

i s  such  q u a n t i t y  t h a t  A C = 0 .  Any c o n s t a n t  s a t i s f i e s  t h i s  

c o n d i t i o n ,  a n d ,  i n  a d d i t i o n ,  a n y  f u n c t i o n  o f  x  t h a t  t a k e s  

on t h e  same v a l u e  a t  x ,  x+1 , x + 2 , e t c . ,  w i l l  a l s o  s a t i s f y  

t h e  r e q u i r e m e n t  t h a t  A c = 0 .  I n  g e n e r a l ,  f u n c t i o n s  w i t h
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p e r i o d  A x ,  I . e . ,  C ( x + A x )  -  C(x)  = 0 may be t r e a t e d  a s  c o n s t a n t s

o f  i n t e g r a t i o n .  I f  A x = 1 ,  t h e n  C -  G m u s t  be  z e r o .’ x +1 x
I n t e g r a t i o n  o f  E l e m e n t a r y  F u n c t i o n s  

Z e r o . As th e  d i f f e r e n c e  o f  a c o n s t a n t  i s  z e r o ,  con ­

v e r s e l y  t h e  i n t e g r a l  o f  z e ro  i s  a c o n s t a n t .

SO = C (3 )

C o n s t a n t . By i n s p e c t i o n  i t  i s  a p p a r e n t  t h a t  t h e  

i n t e g r a l  o f  t h e  c o n s t a n t ,  a ,  i s  g i v e n  by

Ea = ax  + C ( 4 )

F a c t o r i a l  P o w e r s . From E o n a t i o n  (1 1 )  o f  P a r t  I  o f  t h e  

A p p e n d ix ,  t h e  d i f f e r e n c e  o f  x  i s  n x ^ n ^ , t h u s

/  \  n + 1  ^

Ex = ------------  + C (5 )
n +1

E q u a t i o n  ( 5 )  h o l d s  f o r  a l l  v a l u e s  o f  n e x c e p t  n = - 1 .  The 

f i n i t e  i n t e g r a t i o n  o f  l / x  h a s  n o t  b e e n  c a r r i e d  o u t  i n  t e r m s  

o f  s im p l e  f u n c t i o n s .  The q u a n t i t y  E ( l / x )  i s  t e rm e d  t h e  p s i  

f u n c t i o n  snd v a r i o u s  t a b l e s  o f  n u m e r i c a l  v a l u e s  a r e  a v a i l a b l e .

E x p o n e n t i a l s . From E q u a t i o n  ( 1 2 )  o f  th e  p r e v i o u s  

c h a p t e r  A a x = ( a - l ) a x and h e n c e

a x
Eax  = -  + 0 ( 6 )

S i n e ♦ To o b t a i n  t h e  sum o f  s i n  a x ,  n o t e  t h a t  E q u a t i o n  

( 1 5 d )  o f  P a r t  I  o f  t h e  Append ix  g i v e s  on p l a c i n g  u = axX
a a  + it

A s i n  ax  = 2 s in  — s i n  ( a x  + ---------- )
2 2 J

I n t e g r a t i n g  t h i s  e q u a t i o n  a s  i t  s t a n d s  g i v e s

Reproduced with permission of the copyright owner. Further reproduction prohibited without permission.



1 5 2 .

E A s i n  ax  = s i n  ax = 2 s i n  ( a / 2) E s in  

phe p r e c e d i n g  e q u a t i o n  c a n  be p l a c e d  i n  t h e  form

1

a x  + ( a + T i) 2 + C)/s]

E s i n  j a x  + ( a + H ) /2 j  =
2 s i n  ( a / 2 )

s i n  ax  + C (7 )

As i t  i s  E s i n  ax  t h a t  i s  d e s i r e d ,  ( 7 )  m u s t  be m o d i f i e d  t o  

rr ive

E s i n  ax  =
2 s i n  ( a / 2 )

s i n ax  -  ( a + n ) /2 + C ( 8 )

C o s i n e .  A p r o c e d u r e  s i m i l a r  to  t h e  above  p r o d u c e s

1 rc o s  ax  -  ( a + r ) / 2  + CE c o s  a x  = (9 )
2 s i n  ( a / 2 )

I n  t h e  p r e c e d i n g  t r i c m o m e t r i c  f u n c t i o n s ,  i t  i s  n o t  n e c e s s a r y  

t h a t  a x  be  i n  r a d i a n  m e a s u r e .

Summary o f  I n t e g r a l s . I n  t h e  f o l l o w i n g  t a b l e  a  com­

p a r i s o n  o f  f i n i t e  and  d i f f e r e n t i a l  i n t e g r a l s  i s  g i v e n .

EO = C 

Ea = a x  + C

Ex^n ^= x ^ n + 1 ) / ( n + 1 ) + C 

Eax = a x / ( a - l ) + C 

E s i n  ax  = -
1 a+lr

£  s i n  ( a x  -  ------ )

^0  d x  = C 

^ a d x  = a x  + C 

^xndx  = x n+1 / ( n + l )  + C 

a xdx  = a x / l n  a + C

2 s i n  _
2

1 a+TT
E c o s  a x  = ------------- c o s  ( a x -----------)

2 s i n  ^  22

r  - 1\ s i n  a x  dx  = —  c o s  ax  + C 
J a

c o s  a x  dx  = — s i n  a x  + C 
a

I n t e g r a l s  o f  Sums and  P r o d u c t s . The i n t e g r a t i o n  o f  t h e  

sum o f  s e v e r a l  f u n c t i o n s  i s  t h e  sum o f  t h e  i n t e g r a l s  o f  t h e  

f  unc t i o n s .
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E(u^  + + \vx ) = Eux + I v x  + Swx + C ( 10 )

The i n t e g r a l  o f  a c o n s t a n t  t i m e s  a f u n c t i o n  i s  th e  

p r o d u c t  o f  th e  c o n s t a n t  and  th e  i n t e g r a l  o f  t h e  f u n c t i o n .

I n  t h e  f i r s t  p a r t  o f  t h i s  c h a p t e r  i t  h a s  b e e n  demon­

s t r a t e d  t h a t  i t  i s  som et im es  p o s s i b l e  t o  o b t a i n  a f u n c t i o n  

whose d i f f e r e n c e  i s  known by  a p r o c e s s  t h a t  i s  t h e  i n v e r s e  

o f  d i f f e r e n c i n g .  die m ethod h a s  b e e n  t e rm e d  f i n i t e  i n t e ­

g r a t i o n .  I t  w i l l  now be  shown t h a t  t h e  d e s i r e d  a n s w e r  may 

be  o b t a i n e d  a s  t h e  sum o f  a s e r i e s .

To d i s c o v e r  a means f o r  f i n d i n g  y f rom t h e  e q u a t i o n
X

A yx  = ux , p l a c e  t h e  e q u a t i o n  i n  t h e  f o l l o w i n g  fo rm :

As t h i s  e q u a t i o n  h o l d s  f o r  any  v a l u e  o f  x ,  c o n s i d e r  t h e  

e q u a t i o n s

I f  t h e s e  e q u a t i o n s  a r e  a d d e d ,  t h e  l e f t  h and  s id e  t e l e s c o p e s  

i n t o  yx -  ya and

Ea u  = aEu + C x  xx ( 11 )

Summation

y x + i  “  y x  u x ( 12a )

( 12b )

* x - l  ” yx -2  ux -2 ( 1 2 c )

ya +2 " y a + l  “  u a + l ( 12d)

ya + l  ya ~ u a ( 1 2 e )
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1 5 4 .

yx = ya  + ua + ^ a + l  + - . . . +  % . 2 + Ux-1  ( 1 3 a )

x -1
= E ux + ya  (1 5 b )

a

t o  t e s t  ( 1 3 b )  t o  see i f  i t  i s  t r u l y  t h e  d e s i r e d  s o l u t i o n ,  

p l a c e  (1 3 b )  i n  E q u a t i o n  ( 1 2 a ) .  I f  ya = G, t h e n

yx + l  = G + u a  + . . . .  + u x _2 + + u x

yx = C + u a + ------ + ux -2  + ux - l

b y  s u b t r a c t i n g  y x from yx+]_ t h e r e  r e s u l t s  A yx = u ^ J  a n d ,  

t h u s ,  i t  i s  d e f i n i t e l y  shown t h a t  E a u a t i o n s  ( 1 5 )  r e p r e s e n t  

t h e  r e q u i r e d  s o l u t i o n .  I n  g e n e r a l  t h e  c o n s t a n t  C i s  un ­

n e c e s s a r y  and w i l l  be  o m i t t e d  l e a v i n g

x -1
y = ^ u x (14)x  a x

E a u a t i o n  ( 1 4 )  s t a t e s  t h a t  y i s  g iv e n  b y  a sum on ux °  ” x
s t a r t i n g  a t  some f i x e d  l o w e r  l i m i t  and e n d i n g  a t  t h e  u p p e r  

l i m i t ,  x - 1 . I t  i s  i m p o s s i b l e  f o r  t h e  u p p e r  l i m i t  t o  be  x  

i n s t e a d  o f  x - 1 .  I n  E q u a t i o n  (1 4 )  x  and  a m us t  b o t h  be 

i n t e g r a l .

From t h e  r e s u l t s  o f  t h i s  s e c t i o n ,  i t  i s  a p p a r e n t  t h a t  

E i s  d e s c r i p t i v e  o f  t h e  o p e r a t i o n  c a r r i e d  o u t .  Symbols  

s u g g e s t e d  by  o t h e r  a u t h o r s  a r e  A - 1 , and  S.

C o n n e c t l o n  b e t w e e n  Summation and F i n i t e  I n t e g r a t i o n .

As two d i f f e r e n t  m e th o d s  h a v e  y i e l d e d  two d i f f e r e n t  s o l u t i o n s
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t o  A yx  = u^., t h e s e  s o l u t i o n s  m u s t  he e q u i v a l e n t .  B e c au se  

o f  t h i s  i t  i s  p o s s i b l e  t o  o b t a i n  v a l u e s  f o r  t h e  sum o f  a 

f i n i t e  number  o f  t e rm s  f o r  many d i f f e r e n t  s e r i e s .  I f  t h e  

i n t e g r a l  o f  u o b t a i n e d  b y  th e  i n v e r s e  p r o c e s s  i s  P ( x ) ,  t h e nA

/  u = P( x ) + G (1 5 )
a x

The c o n s t a n t  C i s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  v a l u e  o f  th e  l o w e r

l i m i t  a  on th e  sum. I f  i t  i s  d e s i r e d  t o  i n c l u d e  u a s ' t h ex
l a s t  t e r m  i n  th e  summation i n s t e a d  o f  ux _-  ̂ i n  ( 4 ) ,  t h e n  x 

must  be  r e p l a c e d  by x  + 1 g i v i n g

x
£ u = F ( x + 1 ) + C (16)

Aa

Summation o f  F a c t o r i a l s . I f  t h e  g e n e r a l  t e rm  of  a  

s e r i e s  i s  o f  a fo rm  t h a t  i s  d i r e c t l y  i n t e g r a b l e  b y  th e  

m e th o d s  p r e s e n t e d  i n  C h a p t e r  I I I ,  t h e  sum may be  r e a d i l y  

f o u n d .  C o n s i d e r  t h e  sum o f  an  a r i t h m e t i c  s e r i e s

sx = l +  2 +  3 +  . . . . + x  ( 1 7 )

The g e n e r a l  te rm  i s  x  and i n t e g r a t i o n  g i v e s

x -1  x ( x - l )
E x  = E x  + C = -----------  + C (1 8 )
1 2

The r i g h t  hand member g i v e s  t h e  v a l u e  o f  th e  sum of  th e  

f i r s t  x - 1  t e r m s  i f  C i s  p r o p e r l y  e v a l u a t e d .  I n  o r d e r  t o  

i n c l u d e  t h e  x( t h )  t e rm ,  i t  i s  n e c e s s a r y  to  ch an g e  th e  l i m i t  

on t h e  sum f rom  x -1  t o  x  a s  i n d i c a t e d  i n  E q u a t i o n  (16).
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T h i s  g i v e s
x ( x + l ) ( x )

s = E x = --------------  + C ( 1 9 )
x 1 2

To e v a l u a t e  G, a  v a l u e  o f  x  m us t  be s u b s t i t u t e d .  L e t  x = 1 ,  

t h e n
2 ( 1 )

s ,  =  1 =  ---------- +  C
- 1-  2

and  C = 0 .  I f  x  = 2 i s  s u b s t i t u t e d ,  t h e  e q u a t i o n  becomes  

3 = 3  + G. Thu s

s x = x ( 2 ) /2  ( 2 0 )

Many o t h e r  s e r i e s  w i t h  f a c t o r i a l s  f o r  t h e  g e n e r a l  te rm  c a n  

b e  e v a l u a t e d  i n  a  s i m i l a r  m a n n e r .

Summation o f  E x p o n e n t i a l s . G e o m e t r i c  s e r i e s  a c t u a l l y

c o n s i s t  o f  e x p o n e n t i a l  t e r m s  i n  th e  fo rm  a x . The sum o f

2 ° + 2 ^ + 2^ + 2 ^ . . + 2 X may b e  o b t a i n e d  b y  i n t e g r a t i n g  

2X, t h u s

1 + 2  + 4 + 8  . . .  2 X~1 ~ \  2X + G ( 2 1 )
0

I n  o r d e r  t o  i n c l u d e  t h e  x ( t h )  t e rm ,  r e p l a c e  x b y  x + 1,  

t h e n

1 + 2 + 4 + . . . + 2 X = E 2 X = 2X+1 + C (2 2 )
0

To e v a l u a t e  C, l e t  x  = 0 .  Than 1 = 2 + G an d  C = - 1 .  Thus

2 X+1 -  1 = I  8*  (2 3 )
0

G r a p h i c a l  I n t e r p r e t a t i o n  o f  the  Sum. A g r a p h i c a l  

p i c t u r e  o f  t h e  sum a s  p r e s e n t e d  i n  E q u a t i o n  ( 1 4 )  i s  o f
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i n t e r e s t  i n  c o m p a r i s o n  w i t h  g r a p h i c a l  d i f f e r e n t i a l  i n t e g r a ­

t i o n .  J u s t  a s  a d i f f e r e n t i a l  i n t e g r a l  c a n  be  r e p r e s e n t e d

a s  t h e  a r e a  u n d e r  a c o n t i n u o u s  

c u r v e  so ca n  a f i n i t e  i n t e g r a l  

be  r e p r e s e n t e d  a s  t h e  a r e a  

u n d e r  a  s t e p w i s e  c u r v e .  I n

_

F i g u r e  1 ,  a  p l o t  o f  A  y  v s  xA
i s  shown. As i n d i c a t e d  by 

E a u a t i o n  ( 1 4 ) ,  th e  sum o f  A  y„
A

o r  u x f ro m  1 t o  x -1  i s  a

s o l u t i o n  f o r  y  . As e a c h  r e c -  x
t a n g l e  i n  F i g u r e  2 h a s  an  a r e a

e q u a l  t o  t h e  c o r r e s p o n d i n g  t e r m  i n  E q u a t i o n  ( 3 ) ,  y i s  g i v e n  

by  t h e  a r e a  u n d e r  t h e  s t e p w i s e  cu rv e  shown.  I t  s h o u ld  be 

n o t e d  t h a t  i n  o r d e r  t o  i n c l u d e  u i t  i s  n e c e s s a r y  to  

d raw  t h e  c u r v e  up to  x .

The D e f i n i t e  Sum

The f i n i t e  i n t e g r a t i o n  f o r m u l a s  p r e v i o u s l y  p r e s e n t e d  

h a v e  b e e n  i n d e f i n i t e  i n t e g r a l s  i n  th e  s e n s e  t h a t  t h e  v a l u e  

o f  t h e  c o n s t a n t  i s  a r b i t r a r y  and  t h e  v a r i a b l e  i s  n o t  f i x e d .  

I f  l i m i t s  o f  i n t e g r a t i o n  o r  summation  a r e  p l a c e d  upon  th e  

f u n c t i o n ,  i t  becomes  p o s s i b l e  t o  d i s p e n s e  w i t h  t h e  a r b i t r a r y  

c o n s t a n t .  I n  E q u a t i o n  (14)  t h e  l i m i t s  on t h e  sum c o r r e s p o n d  

t o  a d e f i n i t e  i n t e g r a l  w i th  a v a r i a b l e  u p p e r  l i m i t .  The 

d e f i n i t e  sum i s  d e f i n e d  by t h e  f o l l o w i n g  t h r e e  e q u a t i o n s
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b
£ u x = u a + . . . . +  ub a < b ( 2 4 a )

b
E ux  = a  = b ( 2 4 b )

E u = - u a -  ____ -  ub a  >  b ( 2 4 c )

C o n n e c t i o n  b e tw e e n  D e f i n i t e  and I n d e f i n i t e  Sums. I f  

t h e  i n d e f i n i t e  i n t e g r a t i o n  o f  u x p r o d u c e s  F ( x ) ,  t h e n

x -1
E u x  = F ( x ) + C = E u x (25)

v/here p i s  a f i x e d  l o w e r  l i m i t .  I f  i t  i s  d e s i r e d  t h a t  t h e  

u p p e r  l i m i t  e q u a l  b ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  p l a c e  x  = (b  + 1 ) 

w h e r e v e r  i t  o c c u r s  i n  ( 2 5 ) .  Thus

a  + • • • • + %
b

F (b+1)  + C =  E u x  = u +  u  +1 + . . . .  + + u.
P

( 2 6 )

Now c o n s i d e r  t h e  same i n t e g r a l  w i t h  th e  u p p e r  l i m i t  e q u a l  

t o  ( a - 1 ) ,  t h e n
a -1

F( a ) + C = E = Up + Up+1 + ------+ ua _-j_ (2 7 )
P

S u b t r a c t i n g  (2 7 )  f ro m  ( 2 6 )  g i v e s  

b
E u x = F ( b + 1 ) -  F ( a )  = u  + . . . . +  ub ( 2 8 )
a

I t  i s  o f  u t m o s t  i m p o r t a n c e  t o  n o t i c e  t h a t  t h e  u p p e r  l i m i t  

t o  be  s u b s t i t u t e d  i n  t h e  i n t e g r a t e d  fo rm  i s  b +1 a n d  n o t  b .

The f o l l o w i n g  n o t a t i o n  w i l l  b e  employed f o r  c o n v e n i e n c e
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b -7 b + 1
E u T = F{ x ) I = F(b+1) - F(a) b > a

Because of the definitions in (24a,b,c), Equation (29)

is valid only when b 2 a » If b < a, then

b a r  
£ ux = -£ ux = - I F(a+1) - F(b) 
a b *-

Rearranging (30) gives 
b
£ ux = F(b) - P(a+1) b <  a
a
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(30)

(31)



DIFFERENCE EQUATIONS 

A ppend ix  F a r t  I I I

, m 8 , 5 ? ,  6 6 , 6 8 , 7 0 , 8 1 , 8 9 , 9 1  * _A .A d i f f e r e n c e  eo u a t io n ,  » » » » » » »  i n v o l v e s
O

a r e l a t i o n s h i p  o f  d i f f e r e n c e s , A y  , A ^ y  and t h e  v a r i a b l e s
X  X

x and y .  The o r d e r  o f  an e q u a t i o n  i s  e a u a l  t o  t h e  o r d e r  

o f  t h e  h i g h e s t  d i f f e r e n c e  i n v o l v e d  w h i l e  th e  d e g r e e  i s  t h e  

power  t o  w h ich  t h e  h i g h e s t  d i f f e r e n c e  i s  r a i s e d .  The p r o b le m  

e n c o u n t e r e d  i s ,  g i v e n  a  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n  o f  th e  fo rm  ( 1 )

f ( x , y x , A  y x . . .  ) = 0 ( 1 )

t o  o b t a i n  a c o m p l e t e  p r i m i t i v e .  I t  i 9 o b v i o u s  t h a t  ( l )  

can  be  e x p r e s s e d  i n  a n o t h e r  form i n  w h ich  t h e  d i f f e r e n c e s  

a r e  r e p l a c e d  by  s u c c e s s i v e  v a l u e s  o f  t h e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e

^x» ^ x + l ’ ***

f ( x ,  yx , yx+1, . . .  ) = 0 ( 2 )

As an  exam ple  o f  th e  g e n e s i s  o f  a  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n ,  

c o n s i d e r  t h e  p r i m i t i v e

y = C a x ( 3 )

where C i s  a n  a r b i t r a r y  c o n s t a n t  and a  some f i x e d  number .

To o b t a i n  t h e  d i f f e r e n c e  e o u a t i o n  f o r  ( 3 ) ,  i t  i s  n e c e s s a r y  

to  d i f f e r e n c e  ( 3 )  w i t h  r e s p e c t  t o  x

A y x = C ( a  -  1 ) a x  ( 4 )

and t h e n  e l i m i n a t e  C b e tw een  ( 3 )  and ( 4 )  t o  o b t a i n  (5 )  

which  i s  f r e e  o f  t h e  a r b i t r a r y  c o n s t a n t

A y x = ( a  -  1 ) y x ( 5 )

Where two a r b i t r a r y  c o n s t a n t s  a r e  i n v o l v e d ,  i t  i s  n e c e s s a r y
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t o  o b t a i n  a n o t h e r  e q u a t i o n  i n v o l v i n g  t h e  second d i f f e r e n c e  

i n  o r d e r  t h a t  b o t h  c o n s t a n t s  c a n  be e l i m i n a t e d .  I n  g e n e r a l  

a n  n t h  o r d e r  e q u a t i o n  r e s u l t s  f rom  th e  e l i m i n a t i o n  o f  n 

a r b i t r a r y  c o n s t a n t s  f rom  a c o m p l e t e  p r i m i t i v e .  I t  i s  the  

o b j e c t i v e  o f  t h i s  c h a p t e r  t o  p r e s e n t  m e th o d s  f o r  s o l v i n g  

d i f f e r e n c e  e o u a t i o n s  s i m i l a r  t o  ( 5 )  i n  o r d e r  t o  o b t a i n  t h e  

p r i m i t i v e s  such  a s  ( 5 ) .

The L i n e a r  D i f f e r e n c e  E q u a t i o n  o f  F i r s t  O r d e r . An 

e q u a t i o n  i n  w h ich  t h e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e  and t h e  v a r i o u s  

d i f f e r e n c e s  o c c u r  o n l y  i n  t h e  f i r s t  d e g r e e  i s  c a l l e d  l i n e a r .

The l i n e a r  e q u a t i o n  may be e x p r e s s e d  i n  e i t h e r  t h e  form ( 1 )  

o r  ( 2 ) .  While  b o t h  fo rm s  a r e  e m p lo y e d ,  t h e  l a t t e r  i s  

g e n e r a l l y  more u s e f u l ,  ‘t h e  c o m p l e t e  l i n e a r  e q u a t i o n  o f  

t h e  f i r s t  o r d e r  h a s  th e  fo rm

yx+i  — Px yx -  Qx Px i- 0 ( 6 )

The g e n e r a l  s o l u t i o n  o f  t h i s  e q u a t i o n  i s  t h a t  f u n c t i o n  

o f  x  c o n t a i n i n g  one a r b i t r a r y  c o n s t a n t  which when s u b s t i t u t e d  

i n  ( 6 ) p r o d u c e s  t h e  i d e n t i t y  = Qx . The g e n e r a l  s o l u t i o n 5^ 9 9  

c o n s i s t s  o f  t h e  sum o f  t h e  g e n e r a l  s o l u t i o n  o f  t h e  r e d u c e d  

e q u a t i o n

y x + l  ” Pxy x ® y )

a n d  a n y  p a r t i c u l a r  s o l u t i o n  o f  t h e  c o m p l e t e  E q u a t i o n  ( 6 ) .

To show t h i s ,  l e t  ux be the g e n e ra l  s o l u t i o n  o f  the reduced  

e q u a t io n ,  i . e . ,  c o n ta in s  an a r b i t r a r y  con s ta n t  i n  a d d i t i o n  

to  s a t i s f y i n g  ( 7 ) ,  and l e t  c be a p a r t i c u l a r  s o l u t i o n  o f
A

Reproduced with permission of the copyright owner. Further reproduction prohibited without permission.



1 5 2 .

t h s  c o m p l e t e  s o l u t i o n .

I f  i t  c a n  b e  shown t h a t  y = u„  + c i s  a s o l u t i o n
A  X  X

o f  ( 6 ) ,  t h e n  t h a t  i s  s u f f i c i e n t  f o r  i t  to  be  t h e  g e n e r a l  

s o l u t i o n  b e c a u s e  th e  g e n e r a l  s o l u t i o n  i s  a n y  s o l u t i o n  c o n ­

t a i n i n g  an a r b i t r a r y  c o n s t a n t  such  a s  u  c o n t a i n s .  Sub-
X

sLi  L u t i n g  yx  = ux + c x i n  ( 6 ) y i e l d s

y  -  P y = ( u  _ -  P u  ) + ( c  _ - P c )^x+1 x Jx  x +1 x x  x +1 x  x

The a u a n t i t y  ( u x+ -̂  -  P xt}?) e q u a l s  z e r o  by  d e f i n i t i o n ,  and

( c x+1 -  Px cx ) e q u a l s  Q . Hence,  ux + cx i s  t h e  g e n e r a l

s o l u t i o n  o f  ( 6 ) .

To o b t a i n  t h e  a c t u a l  f o rm  o f  t h e  s o l u t i o n  o f  ( 6 )

f i r s t  c o n s i d e r  t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n

y x + i  -  px yx = 0 ( s )

and  a s  t h i s  e o u a t i o n  h o l d s  t r u e  f o r  a l l  v a l u e s  o f  x

7x ~ Px - 1  yx - l  (9a.)

yX- l  "  Px -2  ^x -2  (9 b )

y2 = P ^ x  ( 9 c )

y i  = p o y0 (9 d )

M u l t i p l y i n g  a l l  t h e s e  e o u a t i o n s  t o g e t h e r  and  e l i m i n a t i n g  

» ^2 ’ •••  yx_i g i v e s

x -1  _ x -1
= r r  V o  = c ^  ^  u o )

0 0
X - 1

where  T T  px = PQP^ . . . .  Px _x a n d y o = C . T h is  may t h e n  be
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v iew ed  a s  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  r e d u c e d  e o u a t i o n  where j Q 

i s  s im p ly  some a r b i t r a r y  c o n s t a n t .  I f  p x  i s  c o n s t a n t ,  the  

s o l u t i o n  i s  y x = C Px .

The s o l u t i o n  o f  ( 8 ) may a l s o  he d e t e r m i n e d  by  f i r s t  

t a k i n g  l o g a r i t h m s  and p l a c i n g  i n  t h e  fo rm

l o g  yx+i  -  l o g  yx  = l o g  Px  (1 1 )

L e t t i n g  u x = l o g  y x , E q u a t i o n  (1 1 )  becom es

A u .̂ = l o g  Px (1 2 )

a nd  th e  s o l u t i o n  i s  o b t a i n a b l e  when ( 1 2 ) i s  summable .

E q u a t i o n  ( 1 2 )  i s  e o u i v a l e n t  to

T  ]_0rr p

yx  = G 'a ° a  x = G £ l o g  Px (1 3 )
0

w h ic h  i s  t h e  same a s  ( 1 0 ) .

To o b t a i n  a p a r t i c u l a r  s o l u t i o n  o f  ( 6 ) ,  l e t  c become 

a n  a r b i t r a r y  f u n c t i o n  c i n  ( 1 0 ) ,  t h e n  s u b s t i t u t i o n  i n  ( 6 ) 

p r o d u c e s
x x -1

cx + l ^  ^ x  “ ^ x c x ^  ^x = ^x  ( 1 4 )

x -1  x
A s P_ 7T P^ = TT P 

x 0  *  0 x
Q,

C
TT P

Summation o f  (6 2 )  g i v e s

cx + l  “ c x = x

8  ? X

X" 1 Qvc „  = E - 2 L  (1 6 )
0 x TT P

0  x
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and t h e  p a r t i c u l a r  s o l u t i o n  i s

x -1  x -1  Q

S -

r *

The g e n e r a l  s o l u t i o n  o f  t h e  f i r s t  o r d e r  l i n e a r  a c tu a t io n  

become s
x -1  x -1  x -1  r  x

y v = c i t  p y + i t  p x e  y /̂rvp, ( 1 7 )

I f  P and  Q a r e  c o n s t a n t s ,  E o u a t i o n  ( 1 7 )  becom es

yx = c PX + PX E Q p “x -1  = c PX + Q P^ 1 E P_X ( 1 8 a )

= c Px + Q / ( l - P )  (1 8 b )

The L i n e a r  E q u a t i o n  w i t h  C o n s t a n t  C o e f f i c i e n t s . The 

g e n e r a l  l i n e a r  e q u a t i o n  o f  n t h  o r d e r  h a s  t h e  form 

i = n
s  p i  yx + i  = Qx p n t  0 ( 1 9 >i=o

where S r e p r e s e n t s  a sum on i  f rom 0 t o  n  and i s  u s e d  t o  

a v o i d  c o n f u s i o n  w i t h  E w h ich  r e p r e s e n t s  t h e  i n v e r s e  o p e r a t i o n  

o f  A. . The t e r m s  P^ a r e  a s e r i e s  o f  u n r e l a t e d  c o n s t a n t s  

w i t h  P = 1 .  The g e n e r a l  s econd  o r d e r  e o u a t i o n  o f  t h e  fo rm  

o f  (19 )  i s

yx+2 + piyx+i + p2yx = Qx (2 0)
The t e r m s  i n  E o u a t i o n  ( 1 9 )  i n v o l v i n g  y x +j[ may be  r e ­

p l a c e d  b y  Ei yx , t h u s  ( 1 9 )  becomes

i = n  ±
S P ^  yx = Qx ( 2 1 )

i= o
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As y i s  common t o  a l l  t h e  t e r m s  on t h e  l e f t  o f  ( 2 1 ) ,  i t  

c a n  be  f a c t o r e d  o u t  t o  g i v e

f ( E ) y x = Qx ( 2 2 )

where

i - U  i  
f  ( E ) = S PjE

i= o
(23)

The f u n c t i o n  f ( E )  i s  a r a t i o n a l  a n d  i n t e g r a l  f u n c t i o n  o f  

E o f  d e g r e e  n and  can  be  f a c t o r e d  i n t o  n f a c t o r s  o f  t h e  

fo rm  ( E - r ^ )  w here  th e  c o n s t a n t s ,  r ^ ,  a r e  r o o t s  o f  t h e  

a u x i l l i a r y  e q u a t i o n  f ( r )  = 0 .  Thus f ( E )  ca n  be  b r o k e n  down 

a s  f o l l o w s ;

I n  a  m anner  a n a l o g o u s  t o  t h a t  u s e d  f o r  t h e  f i r s t  

o r d e r  l i n e a r  e q u a t i o n ,  i t  can  b e  shown t h a t  t h e  g e n e r a l  

s o l u t i o n  o f  ( 2 5 )  c o n s i s t s  o f  t h e  g e n e r a l  s o l u t i o n  o f  th e  

r e d u c e d  e q u a t i o n  p l u s  a n y  p a r t i c u l a r  s o l u t i o n  o f  t h e  com­

p l e t e  e q u a t i o n .  The g e n e r a l  s o l u t i o n  o f  t h e  r e d u c e d  

e o u a t i o n  i s  a l i n e a r  c o m b i n a t i o n  o f  n l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  

s o l u t i o n s . ^

To e x p l i c i t l y  s o lv e  ( 2 5 ) ,  i t  i s  f i r s t  n e c e s s a r y  t o  

o b t a i n  t h e  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  s o l u t i o n s  o f  t h e  r e d u c e d

n
f ( E )  = IT  ( E - r ,  ) 

1
(2 4 )

w here  a l l  t h e  r ^ s a r e  n o t  n e c e s s a r i l y  r e a l  o r  d i s t i n c t  

E q u a t i o n  (1 9 )  becomes

n
(25)
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e o u a t i o n .  C o n s i d e r  t h e  c a s e  i n  w h ich  th e  r o o t s  o f  f ( x )  = 0 

a r e  a l l  r e a l  and  u n e q u a l ,  t h e n  t h e  r e d u c e d  fo rm  o f  ( 2 5 )  i s

i t  i s  p o s s i b l e  t o  o b t a i n  a  s e t  o f  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  

s o l u t i o n s .  I f  t h e  s o l u t i o n  t o  (2 7 )  i s  o b t a i n e d ,  i t  w i l l  

a l s o  be  a s o l u t i o n  o f  ( 2 6 )  b e c a u s e  f u r t h e r  o p e r a t i o n s  o f  th e  

f a c t o r s ,  (E-r-^)  ( S - r 2 ) © tc .  on (E -r .^ )  yx  = 0 w i l l  s t i l l  be  

z e r o .  From E q u a t i o n  ( 1 8 b )  i t  i s  s e en  t h a t  t h e  s o l u t i o n  o f
V

(27 )  i s  y = r ^  . As can  be any  o f  t h e  n r o o t s ,  t h e r e  

a r e  o b v i o u s l y  n s o l u t i o n s  o f  t h e  form f h e s e  s o l u t i o n s

fo rm  a f u n d a m e n t a l  s e t  s i n c e  C a s o r a t i ' s  d e t e r m i n a n t  v a n i s h e s  

f o r  f i n i t e  x .  Hence t h e  g e n e r a l  s o l u t i o n  o f  ( 2 6 )  i s

S hould  any  o f  t h e  r o o t s  be  r e p e a t e d ,  i t  i s  n e c e s s a r y  

t o  c o n s i d e r

where  r  i s  r e p e a t e d  m t i m e s .  To s o lv e  t h i s  i t  s h o u ld  be 

n o t e d  t h a t

(E -  r 1 )(E -  r g ) . . .  (R -  r n ) yx  = 0 ( 26)

By f i r s t  c o n s i d e r i n g  t h e  s o l u t i o n  o f

(S -  r ± ) yx = 0 ( 2 7 )

(28)

(E  -  r ) m y x = 0 (2 9 )

, _ sm (E -  r )  y.x ( 3 0 )

Hence

yx = (Co + ° 1 x  + • • •  ° m - i  xm_1) r * ( 3 1 )

Should t h e  r o o t s  be co m p lex ,  t h e  s o l u t i o n  g i v e n  i n
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E q u a t i o n  (2 8 )  i s  b e s t  m o d i f i e d  b y  c h a n g i n g  t h e  e x p o n e n t i a l s  

t o  s i n e s  and  c o s i n e s .  C o n s i d e r  a p a i r  o f  r o o t s  o f  t h e  

fo rm  (<*_+ |} i ) .  I f  t h e  r o o t s  a r e  p l a c e d  i n  p o l a r  fo rm ,  th e n

t i a . \X / a j x  i©x x  - i© x .
C1 ( + P i )  + ° 2  ( ^ “ p i )  = c - j _ r  e + c g r  e )

( 3 2 a )

2 2 ^
where  r  = o\ + |3 and  t a n  0 = (V<* . E x p a n d in g  ( 3 2 a )  g i v e s

x  iQx x - i 0x x  „ . _ . . „
c n r e  + c r  e = r  ( A s i n  ©x+B c o s  0x )  (3 2 b )X o

where A = c^  + Cg and B = i ( c ^  -  C g) .  I f  th e  r o o t s  a r e  r e -
2

p e a t e d  m t i m e s ,  A m u s t  be r e p l a c e d  b y  (AQ + A-^x + AgX + . . .

A t x™'1 ) and  5 by  a s i m i l a r  t e r m ,  m - i  ”

Having o b t a i n e d  t h e  g e n e r a l  s o l u t i o n  o f  t h e  r e d u c e d  

e q u a t i o n ,  i t  i s  t h e n  n e c e s s a r y  t o  o b t a i n  a p a r t i c u l a r  

s o l u t i o n  o f  t h e  c o m p le t e  e q u a t i o n .  With  c e r t a i n  fo rm s  o f  

Q, a p a r t i c u l a r  s o l u t i o n  i s  e a s i l y  o b t a i n a b l e  w h i l e  w i t h  

o t h e r s  i t  i s  n o t .  I f  0, i s  c o n s t a n t ,  i t  i s  a p p a r e n t  t h a t

n n
y T = Q/  S P, = c o n s ’ t  S P d  0 (3 3 )

X 0 0

i s  a s o l u t i o n  f o r  s u b s t i t u t i o n  o f  t h i s  v a l u e  o f  y i n  ( 2 5 )
X

p r o d u c e s  an  i d e n t i t y .  S p e c i a l  m e th o d s  f o r  o b t a i n i n g  

p a r t i c u l a r  s o l u t i o n s  w i l l  be  c o n s i d e r e d  a f t e r  t h e  s o l u t i o n s  

o f  s e v e r a l  e q u a t i o n s  have  b e e n  t a k e n  u p .

Example 1 .  y x+2 + 3y x _]_ + 2y x  = 12
-t '

F i r s t  s t e p ;  P l a c e  t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n  i n  s t a n d a r d  E fo rm

(E2 + 3E + 2)  yx = 0
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Second s t e p ;  F i n d  the  r o o t s  o f  t h e  a u x i l l i a r y  e q u a t i o n

r 2 + 5 r  + 2 = 0 

The se  r o o t s  a r e  - 1 ,  and  - 2 .

T h i r d  s t e p ;  F a c t o r  t h e  e q u a t i o n  t o  o b t a i n

(E + 1) (E + 2) y x = 0 

F o u r t h  s t e p ;  'The g e n e r a l  s o l u t i o n  o f  t h e  r e d u c e d  e q u a t i o n
X vi s  a l i n e a r  c o m b i n a t i o n  o f  ( - 1 )  and  ( - 2 )  . Thus 

y x ( r e d u c e d )  = C1 ( - l ) x + C2 ( - 2 )X

F i f t h  s t e p ;  To f i n d  a p a r t i c u l a r  s o l u t i o n  o f  t h e

c o m p l e t e  e q u a t i o n ,  l e t  y be a c o n s t a n t .  ThenA

yx = yx + i  = yx+2 = K and

K + 3K + 2K = 12

K  =  6  '■

The g e n e r a l  s o l u t i o n  o f  the  c o m p l e t e  e q u a t i o n  i s  

yx = C1 ( - l ) x + c 2( - 2 ) x + 6

Example 2 .  C o n s i d e r  a c a s e  i n  w h ic h  t h e r e  a r e  r e p e a t e d  

r e a l  r o o t s .

yx+3+ 3yx+2+ 3yx+i + = o
P l a c i n g  t h i s  e q u a t i o n  i n  s t a n d a r d  E foi*m g i v e s  

(E 5 + 3E2 + 3E + 1 )  yx  = (E + l )3 yx = 0 

The s o l u t i o n  i s

y x = ( °1  + ° 2  + °3

Example  3 .  C o n s i d e r  an e q u a t i o n  h a v i n g  i m a g i n a r y  r o o t s .

y x +2 + 2yx + i - 2 ? tl = 0

P l a c i n g  i n  s t a n d a r d  E fo rm  g i v e s
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1 6 9 .

(E 2 + 2E -  2) yx = (E + 1 -  i ) ( E  + 1 + i )  yx  = 0

The m odulus  o f  the  com plex  number (1+1)  i s  xTT and t h e  

a rg u m e n t  i s  9 = t a n - ^ 1 = ~^/4. Thus t h e  s o l u t i o n  i s  

y = 2X<̂  j^A s i n  (T T x /4 )  + B c o s  ( TTx/4)~|

P a r t i c u l a r  S o l u t i o n s . I n  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n  t h e  

s o l u t i o n  o f  t h e  r e d u c e d  l i n e a r  e q u a t i o n  v / i t h  c o n s t a n t  

c o e f f i c i e n t s  h a s  b ee n  c o n s i d e r e d  i n  d e t a i l .  To o b t a i n  t h e  

c o m p l e t e  s o l u t i o n ,  i t  i s  n e c e s s a r y  to  f i n d  a  p a r t i c u l a r  

s o l u t i o n  o f  t h e  c o m p le t e  e q u a t i o n .  S e v e r a l  m e thods  f o r  

o b t a i n i n g  p a r t i c u l a r  s o l u t i o n s  w i l l  now be  p r e s e n t e d .  The 

m e t h o d s  a r e  a n a l o g o u s  t o  t h o s e  u s e d  i n  d i f f e r e n t i a l  e a u a t i o n s .

U n d e te rm in e d  C o e f f i c i e n t s . T h i s  m ethod  w i l l  work 

w h en ev e r  s u c c e s s i v e  d i f f e r e n c i n g  o f  t h e  r i g h t  h a n d  member 

o f  th e  c o m p le t e  e q u a t i o n  e v e n t u a l l y  c a u s e s  r e p e t i t i o n  o f  

th e  fo rm  o f  t h e  f u n c t i o n  w i t h o u t  r e g a r d  t o  t h e  c o n s t a n t  

m u l t i p l i e r .  E x a m p le s  o f  f u n c t i o n s  w h ic h  a r e  am en ab le  t o  

t r e a t m e n t  b y  t h i s  m ethod  a r e

F u n c t i o n  D i f f e r e n c e s  ( d i s r e g a r d i n g  c o n s t a n t s )

1 s t  2nd 3 r d

a X

x ( 2 )  x  1 0

s i n  TV x c o s  U x  s in 'H 'x

On t h e  o t h e r  h and  l o g  x ,  l / x ,  and  x n where n i s  n o t  i n t e g r a l  

c a n n o t  be  t r e a t e d  by t h e  m ethod  o f  u n d e t e r m i n e d  c o e f f i c i e n t s .

Two e x a m p le s  w i l l  be t a k e n  up to  show th e  m echan ism  

o f  t h e  m e th o d .  I n  t h e  f i r s t  c a s e ,  no f u n c t i o n  on t h e  r i g h t
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1 70 .

hand s i d e  c o r r e s p o n d s  t o  any  p a r t  o f  t h e  g e n e r a l  s o l u t i o n

o f  t h e  r e d u c e d  s o l u t i o n .  Thus c o n s i d e r  t h e  e q u a t i o n

( 2 ) „x  y -  2y = x + 3  J x +1 J x

The r e d u c e d  s o l u t i o n  i s  C2X. To o b t a i n  a p a r t i c u l a r  s o l u t i o n ,

fo rm  a t a b l e  o f  t h e  f u n c t i o n s  on th e  r i g h t  hand s i d e  and

a l l  d i f f e r e n c e s  h a v i n g  d i f f e r e n t  f u n c t i o n  fo rm .  Thus

F u n c t i o n  D i f f e r e n c e
1 s t  2nd 3 rd

3X 3 X

x ^  x  1 0

There  a r e  f o u r  d i f f e r e n t  f u n c t i o n s  i n  t h e  t a b l e ,  and a 

p a r t i c u l a r  s o l u t i o n  o f  t h e  form
y (  O }

yx = A3 + Bx k ' + Cx + D( l )

w i l l  b e  assum ed  i n  w h ich  t h e  u n d e t e r m i n e d  c o e f f i c i e n t s  A,

B, G, and  D must  be f o u n d .  P l a c i n g  t h i s  e q u a t i o n  i n  th e  

o r i g i n a l  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n  g i v e s

A3X+1 + B ( x + l / 2  ̂ + C ( x + 1 ) + D -  2A3X -  2Bx^2 *- 2Cx -  2D = x ( 2 ^+ 3X 

E q u a t i n g  c o e f f i c i e n t s  o f  l i k e  t e r m s  g i v e s

3X ; 3A -  2A = 1

X2 ; B -  2B = 1

x  : B + C + 2B -  2C = -1  ?

c o n s t a n t  te rm s  f   ̂ D + C -  2D = 0

S o l v i n g  t h e s e  e q u a t i o n s  g i v e s  A = 1 ,  B = - 1 ,  C = - 2 ,  D = - 2 .

The c o m p l e t e  s o l u t i o n  i s
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j x  = C2X + 3X -  x ^ -  2 x  -  2

I n  t h e  s e c o n d  t y p e ,  a f u n c t i o n  on the  r i g h t  i s  o f  t h e

same fo rm  a s  p a r t  o f  t h e  r e d u c e d  s o l u t i o n .  I n  t h i s  c a s e ,

a l l  t h e  f u n c t i o n s  and t h e i r  d i f f e r e n c e s  a p p e a r i n g  on th e

r i g h t  hand  s i d e  t h a t  a r e  t h e  same a s  any p a r t  o f  th e  r e d u c e d

s o l u t i o n  must  be m u l t i p l i e d  by th e  l e a s t  pow er  o f  x  t h a t
( 2 )w i l l  make them d i f f e r e n t .  ' ihus su p p o se  x  were  a  s o l u t i o n

( 3 ) (3)and t h e  t e rm  x  a p p e a r e d  on th e  r i g h t .  Then x  and  t h e
( 2 )

s u c c e s s i v e  d i f f e r e n c e s  x , x and  1 would h a v e  t o  be
3

m u l t i p l i e d  by x  i n  o r d e r  t h a t  no p a r t  o f  t h e  p a r t i c u l a r  

s o l u t i o n  would  be  th e  same a s  t h e  r e d u c e d  s o l u t i o n .

C o n s i d e r

y x + i  " ^^x  ~ ^

The r e d u c e d  s o l u t i o n  i s  C2X and th e  p a r t i c u l a r  s o l u t i o n  i s  

Ax2x . To f i n d  A, s u b s t i t u t e  i n  th e  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n

A (x + 1 )2 X+1 -  2Ax2X

D i v i d i n g  o u t  2X

2 A ( x + l )  -  2Ax = 1

A = 1 / 2

The c o m p l e t e  s o l u t i o n  i s

J x  = C2X + 1 / 2  

Symbol ic  M e th o d s .  Symbolic  m e th o d s  may be employed 

when Q, h a s  t h e  fo rm  r x a x  i f  r x  i s a r a t i o n a l  and  i n t e g r a l  

f u n c t i o n  o f  x .  C o n s i d e r  E q u a t i o n  ( 2 2 )  w i t h  = x a x , t h e n
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1 7 2 .

1 x
Y = -------  xa

* f ( E )
(3 4 )

I t  c a n  be  shown t h a t

n

y = ax J x
f ( a S )

(3 5 )

B r e a k i n g  f ( a E )  =TT (aE-r .* )  i n t o  p a r t i a l  f r a c t i o n s  g i v e s

y = a J x
:1 c g
  +  —  —

aE -  r .  aE -  r  
1 2

•  •  •  • (36)

C o n s i d e r  a t y p i c a l  f a c t o r

x  =
aE -  a  -  r^

n

1 + a  A / ( a  -  r ^ )
( 3 7 )

E x p a n d in g

aE -  r^  a -  r ^

A a
1 -  (  ) +

a 2 A 2
x

a -  r ± ( a  -  x ^ ) '

a -  v A

( 3 8 )

( 3 9 )

Thus t h e  p a r t i c u l a r  s o l u t i o n  i s

n
jrx = x  a  S CjL/ ( a  -  i - p ( 4 0 )

R i c c a t i  D i f f e r e n c e  E q u a t i o n . The R i c c a t i  d i f f e r e n c e  

e o u a t i o n  w i t h  c o n s t a n t  c o e f f i c i e n t s  a r i s e s  s u f f i c i e n t l y  

o f t e n  t o  d e s e r v e  s p e c i a l  a t t e n t i o n .  I t  h a s  t h e  g e n e r a l  

form

^x+1 7* + Ayx+1 + Byx + D = 0 ( 4 1 )
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173.

' i n i s  e o u a t i o n  c a n  be  r e d u c e d  to  a l i n e a r  e o u a t i o n  o f  t h e

f i r s t  o r d e r  by  m ak ing  th e  s u b s t i t u t i o n  y„ = —  -  ^ a ^d
x  ux

c h o o s i n g  lc so t h a t  the  c o n s t a n t  t e rm  i n  the  new e q u a t i o n

d r o p s  o u t .  I t  c a n  a l s o  be  s o lv e d  by m ak ing  t h e  s u b s t i t u t i o n  
vx + ly„  = _____ -  A w h ic h  c h a n g e s  i t  t o  a second o r d e r  l i n e a r

A

V X

e q u a t i o n .  Making t h e  f i r s t  s u b s t i t u t i o n  g i v e s

+ D = 0

(42)

(4 3 )  

( 4 4 a )

■1 -  V L_ -  k + A 1
■ H

-  k + B i_ - k

^ x + i
uX ux + l ux

Choose k such  t h a t

then

k -  (A + B) k + D = 0

Ux+ 1 u . ux+1 u.X

and

u „ + x + l
A-k

(4 4 b )

>T1he g e n e r a l  s o l u t i o n  o f  t h i s  e q u a t i o n  i s

1
ux = C

k-A

B-k

x

A+3 -  2k
(4 5 )
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GRAPHICAL SOLUTIONS OF DIFFERENCE EQUATIONS 

A p p en d ix  P a r t  IV

Those d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s  t h a t  c a n n o t  he  s o lv e d  

a n a l y t i c a l l y  r e q u i r e  g r a p h i c a l  s o l u t i o n s .  I n  some p r a c t i c a l  

c a s e s  w h e re  i n v o l v e d  c a l c u l a t i o n s  t o  a c o n s i d e r a b l e  d e g r e e  

o f  a c c u r a c y  must b e  made i n  a n a l y t i c a l  f o r m u l a s ,  g r a p h i c a l  

m e th o d s  may p e r m i t  o f  s h o r t e r  s o l u t i o n s .  I n  g e n e r a l  a l l  

t h e  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s  t h a t  a r i s e  may be s o l v e d  by  g r a p h i ­

c a l  m e th o d s  o r  by  s t e p w i s e  c a l c u l a t i o n s .  S o l u t i o n s  o f  

v a r i o u s  t y p e s  o f  e q u a t i o n s  w i l l  be c o n s i d e r e d .
67

A. E q u a t i o n s  o f  t h e  Form 7X+1 ~ ? y x =

C ase  1 ,  P an d  Q C o n s t a n t . A l t h o u g h  t h i s  e q u a t i o n  c a n  

be  s o l v e d  a n a l y t i c a l l y ,  t h e  g r a p h i c a l  s o l u t i o n  w i l l  a l s o  be

c o n s i d e r e d .  I n  F i g u r e  1 ,  t h e  

s t r a i g h t  l i n e  yx+1 = Pyx + Q, 

t e rm e d  t h e  o p e r a t i n g  l i n e ,  and  

a 4 5 °  l i n e  t h r o u g h  t h e  o r i g i n  

a r e  c o n s t r u c t e d .  The p o i n t s  

l y i n g  on th e  o p e r a t i n g  l i n e  a r e

( y 0 » yi^»  ( y i ,  y2 ) * 9 t c * w h i l e

t h e  p o i n t s  ( y . ^  y]L) ,  ( y g , yg ) ,  . 

( y x , yx ) l i e  on t h e  45°  l i n e .

A h o r i z o n t a l  l i n e  drawn f rom  ( y  , y^)  i n t e r s e c t s  t h e  45°

l i n e  a t  ( y -^  y ^ .  Then h a v i n g  y-^ i t  i s  p o s s i b l e  t o  o b t a i n

y 2 f rom  t h e  o p e r a t i n g  l i n e .  T h i s  p r o c e s s  can  be c o n t i n u e d
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u n t i l  t h e  d s s i r e d  v a l u e  o f  y v i s  r e a c h e d .  The v a l u e  o f  x
A

i s  d e t e r m i n e d  by  t h e  number  o f  p o i n t 3 on t h e  45°  l i n e .

Case 2^ P and Q F u n c t i o n s  o f  y * .  The g o ^ t i o n 1 o f  t h i s

e q u a t i o n  d i f f e r s  f rom  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  p r e v i o u s  e q u a t i o n

o n ly  i n  t h a t  t h e  o p e r a t i n g  l i n e

i s  no l o n g e r  s t r a i g h t .  I t  i s

o b t a i n e d  f rom t h e  e q u a t i o n

^x+1 = P ( y x ^ x  + f 1 )

To f i n d  v a l u e s  f o r  p l o t t i n g  th e  

o p e r a t i n g  l i n e ,  d i f f e r e n t  

v a l u e s  o f  y  a r e  c h o s e n  and  t h e
X

I-

c o r r e s p o n d i n g  v a l u e s  o f  yx+^ 

a r e  computed  f rom  t h e  e q u a t i o n  

o f  th e  o p e r a t i n g  l i n e .

Case 3 ,  P and Q F u n c t i o n s  o f  yx+^ . T h i s  c a s e  i s  

t r e a t e d  g r a p h i c a l l y  i n  e x a c t l y  t h e  same m anner  a s  t h e  

p r e v i o u s  c a s e .  I n  o b t a i n i n g  p o i n t s  f o r  t h e  o p e r a t i n g  l i n e ,  

i t  i s  n e c e s s a r y  t o  s o l v e  f o r  y t o  o b t a i nA

yx = [yx+i - Q(yx+i) /p(yx+i>
V a l u e s  o f  yx+ a r e  c h o s e n  f i r s t  and th e  c o r r e s p o n d i n g  v a l u e s

o f  y  co m p u te d .X
.36Case 4 ,  P and _Q F u n c t i o n s  o f  x .  To s o lv e  t h i s  type '  

o f  e q u a t i o n  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  c o n s t r u c t  a s e r i e s  o f  o p e r a t i n g  

l i n e s  c o r r e s p o n d i n g  to  x  = 0 ,  1 ,  2 ,  3 ,  e t c .  I n  F i g u r e  3 ,  

t h e  f o l l o w i n g  o p e r a t i n g  l i n e s  a r e  shown
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17 6 .

( 3 a )

known, y  c a n  be f o u n d  on th e

x = 0 o p e r a t i n g  l i n e .  Then

where  PQ i s  t h e  v a l u e  o f  P 

com puted  f o r  x  = 0 .  I f  y i s

yx +l  = Pn yx  +

•  •  •  •

( 3 b )

( 3 c )

a f t e r  o b t a i n i n g  ( y ^ ,  y-^) on t h e  

45° l i n e ,  th e  v a l u e  o f  y g i s  fo u n d  on th e  x  = 1 o p e r a t i n g

l i n e  and  so on u n t i l  th e  d e s i r e d  y x i s  r e a c h e d .  Sometimes 

i n  p r a c t i c e  t h e s e  o p e r a t i n g  l i n e s  a l l  emanate  f ro m  a s i n g l e  

p o i n t  w h ic h  makes  t h e i r  c o n s t r u c t i o n  r e l a t i v e l y  s im p l e .

Case 5 ,  P and  Q, F u n c t i o n s  o f  x  and yx . I f  P a n d  Q 

a r e  f u n c t i o n s  o f  y x o r  y x+1 i n  a d d i t i o n  t o  x ,  t h e  o p e r a t i n g  

l i n e s  o f  t h e  p r e v i o u s  c a s e  w i l l  a l l  be  c u r v e d  and  i n d i v i d u a l l y  

t r e a t e d  a s  t h e  o p e r a t i n g  l i n e s  i n  C ase  2 an d  3 .

Case 6 ,  P and  9, F u n c t i o n s  o f  x ,  y , a n d  yx+i .  I f  i t

i s  n o t  p o s s i b l e  t o  r e d u c e  t h i s  t y p e  t o  one o f  t h e  p r e v i o u s  

c a s e s ,  t h e  o n l y  a l t e r n a t i v e  i s  t o  s o l v e  t h e  e q u a t i o n  by 

t r i a l  and  e r r o r  i n  a s t e p w i s e  m a n n e r .  T h i s  c a s e  i s  se ldom 

e n c o u n t e r e d  i n  p r a c t i c e .

Case 1 ,  A y v  = f  ( x ) . I f  i t  i s  n o t  p o s s i b l e  t o  i n t e g r a t e  

t h e  f u n c t i o n  d i r e c t l y ,  y c a n  be o b t a i n e d  i n  two ways.
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F i r s t , c a n  b e  r e p l a c e d  by  y x+1 -  yx  ana  t h e  e a u a t i o n  

p l a c e d  i n  th e  fo rm

yx + i  -  yx  = f ( x )  <4)

T h i s  e a u a t i o n  f a l l s  u n d e r  Case  4 o f  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n  w i t h

P = 1 a n d  Q = f ( X ) .  Second ,  th e  m e th o d s  f o r  summation f ro m  

P a r t  I I  o f  t h e  A p p e n d iX may be  u s e d ,  t h u s

X+1
yx = s  f ( x )  (5 )

x 0

'Phis  summation c a n  be c a r r i e d  o u t  by  a c t u a l  a d d i t i o n  o f  

f ( o )  + f ( l )  + . . . .  + f ( x - l )  t o  o b t a i n  y „ .

Case  2 ,  A y v = f  ( y ^ ) . T h i s  e c u a t i o n  r e d u c e s  t o  Case  2 

o f  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n

Case 3 ,  & y x  = M  ^  y x ) . T h i s  e q u a t i o n  r e d u c e s  t o

Case 5 o f  t h e  p r e c i o u s  s e c t i o n  i f  A y i s  r e p l a c e d  by

yx +i  -  y x *

C. The R i c c a t i  E q u a t i o n  

At t h e  c l o s e  o f  t h e  l a s t  c h a p t e r ,  i t  was i n d i c a t e d  

t h a t  t h e  R i c c a t i  e a u a t i o n

yx  yx + i + A y*+ i + B yx + D = 0

where  A, B, and  D a r e  c o n s t a n t s ,  was  o f  c o n s i d e r a b l e  im­

p o r t a n c e  and  a n a l y t i c a l  s o l u t i o n s  were g i v e n .  V a r i o u s  

ways f o r  s o l v i n g  E a u a t i o n  ( 6 )  g r a p h i c a l l y  w i l l  be  c o n s i d e r e d .  

Method 1 .  E a u a t i o n  ( 6 )  c a n  be  p l a c e d  i n  t h e  fo rm

B D
y +  -----  y x _ ( rj)

A+yx A+y_
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178 .

The s o l u t i o n  o f  t h i s  e c u a t i o n  f a l l s  u n d e r  t h e  c l a s s i f i c a t i o n  

o f  Case 2 i n  S e c t i o n  A.

Method 2 .  I n  th e  p r e v i o u s  c h a p t e r  two d i f f e r e n t  

s u b s t i t u t i o n s  were  employed f o r  r e d u c i n g  th e  R i c c a t i  e q u a t i o n  

t o  a l i n e a r  fo rm .  'The f i r s t  s u b s t i t u t i o n ,  which  p r o d u c e d  

a f i r s t  o r d e r  e q u a t i o n ,  i s  e s p e c i a l l y  w e l l  a d a p t e d  to  

g r a p h i c a l  c a l c u l a t i o n s .  Thus ,  m aking  t h e  s u b s t i t u t i o n

ux = -----------  ( 8 )
y x  -  k

w here  k  i s  g i v e n  by

2k = -  (A+B) ± \| (A+B)2 -  4D ( 9 )

T h i s  v a l u e  o f  k r e p r e s e n t s  t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  t h e  o p e r a t i n g  

l i n e  f rom  ( 7 )  and rhe  45°  l i n e .  'The s u b s t i t u t i o n  o f  ( 8 )  

i n  ( 6 )  l e a d s  to
k+A

u x+l  + ------  u x = -  l / ( k + B )  (1 0 )
k+B

( 11)

o r
1 + k+A 1 _ _ 1__

yx+l  -  k  k+B yx -k  k+B

Thus i f  l / ( y x+1 -  k )  i s  p l o t t e d  a g a i n s t  l / ( y x -  k ) ,  a 

s o l u t i o n  c a n  be o b t a i n e d  a c c o r d i n g  to  t h e  m ethod  o f  Case  1 

i n  S e c t i o n  A.

Method 3 .  S o l v i n g  f o r  yx+ -̂  i n  ( 6 )  g i i / e s

yx+l  = -  (Byx + D ) / ( y x + A) (12 )
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D i v i d i n g  th e  d e n o m i n a t o r  . i n t o  th e  n u m e r a t o r  y i e l d s

yx+ l  = (AB -  D ) / ( y x + A) - B ( 1 3 )

Adding  A t o  e a c h  s i d e

yx + l  + A = (AB - D ) / ( y x  + A) + (A -  B) (1 4 )

I n  F i g u r e  4A, t h e  g r a p h i c a l  s o l u t i o n  o f  t h i s  e q u a t i o n  i s  

i n d i c a t e d  f o r  AB -  D <. 0 .  The s t r a i g h t  l i n e  r e p r e s e n t s  a 

p l o t  o f  ( yx+1 + A) v s  l / (  yx + A) w h i l e  t h e  r e c t a n g u l a r  

h y p e r b o l a  r e p r e s e n t s  a p l o t  o f  ( y  + A) v s  l / ( y  + A).

I f  j q i s  known l / ( y 0 + A) ca n  be c a l c u l a t e d  and y + A 

o b t a i n e d  f rom  t h e  s t r a i g h t  l i n e  p l o t  a t  p o i n t  P .  Knowing 

y1 + A, t h e  r e c i p r o c a l  l.Ay-^ + A) can  be  found  on the  

h y p e r b o l a  a t  0.. P r o c e e d i n g  i n  a s t e p w i s e  m a n n e r ,  i t  i s  

p o s s i b l e  t o  o b t a i n  t h e  s u c c e s s i v e  v a l u e s  o f  yx . I n  F i g u r e  

# B ,  t h e  s o l u t i o n  i s  shown f o r  the  c a s e  i n  wh ich  t h e  s lo p e  

o f  t h e  o p e r a t i n g  l i n e  i s  p o s i t i v e .  The o r d e r  o f  t h e  s t e p s  

t a k e n  a r e  i n d i c a t e d  by  1 ,  2 ,  3 ,  e t c .

U .  l / ( y .
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Method 4.  I f  D i s  zero the eq u a t io n  can  be p la c ed  

i n  a form which f a l l s  under  Case 1 o f  Sec t ion  A. D iv id ing  

th rough  (6)  by (Byx 7 X+^) assuming D = 0 g iv es

y_.-A1*X

1
B

(15)

This  e q u a t io n  i s  l i n e a r  in  l / y x and can  be solved by the 

methods p r e v i o u s l y  deve loped .

D. E q u a t io n s  of  th e  Form u , 1 -  Pv„ = Q,^ J. X

E q u a t io n s  of  t h i s  form invo lve  the  ;hree v a r i a b l e s ,  

u-j v,  and x .  Before  a s o l u t i o n  f o r  u and v i n  te rms  of  x 

can be o b ta in e d ,  i t  i s  n e c e s s a r y  to  have a r e l a t i o n s h i p

between u and v.  I f  u i s  a 

GB.afjiTC.'vL 31;.:??fo.: f u n c t i o n  of  v a s  i n d i c a t e d  in

F ig u re  5 ,  and the s t r a i g h t  

l i n e  u -  Pv = Q i s  p l o t t e d  

assuming P and Q to be c o n s t a n t ,  

a s tepw ise  s o lu t i o n  f o r  u and 

v i n  terms o f  x can be  o b ta in e d .  

The p o i n t s  (u1>v]_), ( u g , vg ) . . .  

(u x ,vx ) l i e  on the curve u = f ( v )  

while  the  p o i n t s  ( u 1}v0 ),

( u 2 ,V i ) ,  . . .  (ux+1,v x ) l i e  on 

the  s t r a i g h t  o p e r a t i n g  l i n e .  I f  vQ i s  known, the  p o in t

( u ^ ,v 0 ) i s  o b ta ined  from the o p e r a t i n g  l i n e .  Having u-^, v^

i s  found on the curve u = f ( v ) .  With v-^ Ug may be found

u

V

Fig u re  5
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and  so on u n t i l  t h e  d e s i r e d  v a l u e s  o f  u  and  v a r e  o b t a i n e d .  

The v a lu e  o f  x  i s  g i v e n  b y  th e  number  o f  p o i n t s  on th e  

c u rv e  u = f  ( v ) .

I f  P and  Q a r e  n o t  c o n s t a n t ,  t h e  o p e r a t i n g  l i n e  i s  

c u r v e d  and n a y  be o b t a i n e d  by  th e  m e th o d s  g i v e n  i n  S e c t i o n  A.

W hereas  t h e  f i r s t  o r d e r  e q u a t i o n s  g e n e r a l l y  r e q u i r e  

one o p e r a t i n g  l i n e ,  h i g h e r  o r d e r  e q u a t i o n s  r e q u i r e  more 

t h a n  one o p e r a t i n g  l i n e  i f  s o lv e d  a c c o r d i n g  t o  t h e  m e th o d s  

p r e s e n t e d  i n  t h i s  s e c t i o n .  The s e c o n d  o r d e r  e q u a t i o n  t o  

be  c o n s i d e r e d  may be p l a c e d  i n  t h e  l i n e a r  fo rm

where P ,  Q, and R may be c o n s t a n t s  o r  f u n c t i o n s  o f  x  and  y . 

I n  F i g u r e  6 ,  t h e  g r a p h i c a l  s o l u t i o n  o f  t h i s  e q u a t i o n  f o r  

c o n s t a n t  P ,  Q, and  R i s  i l l u s t r a t e d .  I n  o r d e r  to  s o lv e  a

E . Second O r d e r  E q u a t i o n s

( I S )

second  o r d e r  e q u a t i o n  f o r  a  

p a r t i c u l a r  c a s e ,  i t  i s  n e c e s s a r y  

t o  have  two known v a l u e s  o f  yx 

such a s  y Q and  y-j_. I n  F i g u r e  6,  

t h e  l i n e s ,  (R -  Qy) r e p r e s e n t e d

b y  AC, t h e  45 d e g r e e  l i n e ,  and 

a  t h i r d  l i n e  R -  (Q + P ) y  

r e p r e s e n t e d  by  AB have  b e e n  c o n -
y,.

s t r u c t e d .  The d i f f e r e n c e

u r n  t, b e tw e e n  t h e  l i n e s  AB and  AC i s

Py c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  second
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t e r m  i n  E q u a t i o n  ( 1 6 ) .  7 / i th  y Q th e  p o i n t  ( -Qy0 + R) i s  

l o c a t e d  on l i n e  AC a t  ( 1 ) .  The l i n e  ( 2 - 2 )  c o r r e s p o n d i n g

t o  ( - P y ^ ) i s  added t o  ( -Q y 0 + R) by d r a w i n g  a l i n e  p a r a l l e l

t o  AC f rom  ( 2 )  to  ( o ) .  The o r d i n a t e  o f  p o i n t  ( 3 )  i s

(R -  Qy0 -  Pyx = y 2 ) .  V/ith y 2 and  y 1# y -  may be f o u n d  i n

a s i m i l a r  m a n n e r .  C o n t i n u i n g  t h i s  c o n s t r u c t i o n ,  t h e  r e l a t i o n  

b e tw e e n  yx and  x may be o b t a i n e d .

I f  P ,  Q, and  R a r e  n o t  c o n s t a n t  th e  l i n e s  AB and AC 

become c u r v e s .  A d i s c u s s i o n  o f  t h e  v a r i o u s  c a s e s  w h ich  

m i g h t  a r i s e  would  s im p ly  be  an e x t e n s i o n  o f  t h e  m e th o d s  

p r e s e n t e d  u n d e r  S e c t i o n  A.

The m ethods  d e v e l o p e d  i n  S e c t i o n  E can  b e  employed 

f o r  s o l v i n g  h i g h e r  o r d e r  e q u a t i o n s  o f  t h e  same g e n e r a l  t y p e .  

C o n s i d e r  t h e  e q u a t i o n

F .  T h i r d  O rd e r  E q u a t i o n s

^x+3 + ^ x + 2  + ^ x + l  + ^ x  “ ^ (1 7 )

x guPO

i n  w h ic h  P, Q, R, and S a r e  

c o n s t a n t s .  Suppose t h a t  y Q, y ^ ,  

and y 2 a r e  known v a l u e s  l o c a t e d  

a s  i n d i c a t e d  i n  F i g u r e  7 .  A c c o r d in g  

t o  t h e  way i n  w h ich  t h e  l i n e s  

a r e  d raw n Q and  R a r e  n e g a t i v e  

w h i l e  P and  S a r e  p o s i t i v e .  To 

o b t a i n  y x+3 a s  g i v e n  by  E q u a t i o n  

( 1 7 ) ,  t h e  d i s t a n c e s  ( 1 - 1 )  and 

( 2 - 2 )  a r e  added  t o  g i v e  ( 1 - 3 )  

an d  th e n  ( 4 4 )  i s  s u b t r a c t e d  to
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n iv e  p o i n t  5 whose o r d i n a t e  i s  y . C o n t i n u a t i o n  o f  t h i s  

p r o c e s s  w i l l  y i e l d  s u c c e s s i v e  v a l u e s  o f  y  .
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NUMERICAL EXAMPLES

A p p en d ix  P a r t  V

I n  o r d e r  t o  i l l u s t r a t e  th e  p r i n c i p l e s  t h a t  have  b e e n  

p r e s e n t e d  i n  t h i s  d i s s e r t a t i o n ,  r e p r e s e n t a t i v e  n u m e r i c a l  

e x a in p j . e s  wixx do px*e s e a t e d .  m o  x olxowxng x x sn c o n n ax n s  a

d e s c r i p t i o n  o f  t h e  p r o b le m s  to

t o  t h e  m a t h e m a t i c a l  p r i n c i p l e s

P r o b .  Type Page
No.

1

2

C o c u r r e n t  e x -  27" 
t r a c t i o n

C o u n t e r c u r r e n t  63 
w ash in g  w i t h  v a r ­
i a b l e  s o l v e n t  
r a t i o

Gas a b s o r p t i o n ,  84 
a p p l i c a t i o n s  o f  
H E m p*. l  t  •  * •

B i n a r y  f r a c t i o n -  101 
a t i o n ,  v a r i a b l e  
r e f l u x  r a t i o

B i n a r y  f r a c t i o n - 110 
a t i o n ,  c o n s t a n t  
r e l a t i v e  v o l a t i l ­
i t y

be  p r e s e n t e d  w i t h  r e f e r e n c e s  

p r e  s e n t e d :

M a t h e m a t i c a l  Type Page

L i n e a r  e q u a t i o n ,  c o n s t .  164
c o e f .

N o n - l i n e a r  e q u a t i o n ,  175
g r a p h i c a l  s o l u t i o n

L i n e a r  E q u a t i o n ,  c o n s t .  164 
c o e f .

N o n - l i n e a r  e q u a t i o n ,  175
g r a p h i c a l  s o l u t i o n

R i c c a t i  e q u a t i o n ,  177
g r a p h i c a l  s o l u t i o n

Prob lem  1

S t a t e m e n t : A s o l u t i o n  c o n t a i n i n g  0 .1 5  pound o f  a c e t i c

a c i d  p e r  pound o f  w a t e r  i s  t o  be t r e a t e d  w i t h  i s o p r o p y l  

e t h e r  w h ich  i s  n e a r l y  i m m i s c i b l e  w i t h  w a t e r  f o r  r e m o v a l  o f  

t h e  a c i d  a t  20°C.  I f  t h e  e t h e r  I s  p u r e  and th e  a c i d  c o n c e n ­

t r a t i o n  i s  t o  be r e d u c e d  to  0 . 0 5  pound p e r  pound o f  w a t e r ,
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c a l c u l a t e  t h e  f o l l o w i n g :

1 .  , inimum amount o f  s o l v e n t  r e q u i r e d  p e r  pound 
o f  o r i g i n a l  s o l u t i o n

2 .  Number o f  s t a g e s  r e q u i r e d  w i t h  an  amount  o f  
s o l v e n t  40% g r e a t e r  t h a n  t h e  minimum

3 .  R e l a t i v e  e f f i c i e n c y

4 .  O v e r a l l  e f f i c i e n c y

29The f o l l o w i n g  p h a s e  d a t a  a r e  a v a i l a b l e :

Lb s .  a c i d / l b .  w a t e r ,  x 0 .0 1 9 7  0 . 0 3 9 8  0 .0 8 2 7  0 . 1 2 9 0  0 .1 7 9 0

L b s .  a c i d / l b .  e t h e r ,  y 0 .0 0 4 9 3  0. .0103 0 .0 2 2 7  0 .0 3 7 9  0 .0 5 5 8

W hi le  t h e  p r o b le m  can be  s o l v e d  g r a p h i c a l l y ,  an  a n a l y t i c a l  

c a l c u l a t i o n  b a s e d  upon a c o n s t a n t  v a l u e  o f  t h e  d i s t r i b u t i o n  

c o e f f i c i e n t  i s  s u f f i c i e n t l y  a c c u r a t e .  As d e t e r m i n e d  by t h e  

above  d a t a ,  k  e q u a l s  0 .2 8 9  l b s .  a c i d / l b .  w a t e r / l b s .  a c i d / l b .  

e t h e r .

P a r t  1 .  The minimum am ount  o f  s o l v e n t  w i l l  be u s e d  

when t h e  f i n a l  c o n c e n t r a t i o n  c o i n c i d e s  w i t h  th e  minimum 

c o n c e n t r a t i o n  g i v e n  i n  E q u a t i o n  ( 2 4 )  C h a p t e r  I I I .  S o l v i n g  

f o r  t h e  o v e r a l l  s o l v e n t  r a t i o ,  A, w i t h  y Q = 0 ,  y i e l d s

A = ( l / H )  I n  ( x Q/ x i )

= ( 1 / 0 . 2 8 9 )  I n  ( o . 1 5 / 0 . 0 0 5 )  = 1 1 . 7 8

T h i s  r e p r e s e n t s  t h e  pounds  o f  e t h e r  r e q u i r e d  p e r  pound o f

w a t e r .  The p o u n d s  o f  e t h e r  p e r  pound o f  o r i g i n a l  s o l u t i o n  

i s  g i v e n  b y  A’

A» = ( 0 . 8 5 ) ( 1 1 . 7 8 )  = 1 0 .0  

P a r t  2 .  As 40$ g r e a t e r  t h a n  t h e  minimum i s  t o  be 

em p lo y ed  and t h i s  s o l v e n t  i s  to  b e  d i v i d e d  e q u a l l y  b e t w e e n
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1 8 6 .

N s t a g e s

A = 1 6 .6 0  = Na 

Prom E q u a t i o n  ( 8 ) ,  w i t h  y 0 = 0

N = l o g  ( x 0 / x N) / l o g  ( a k  + 1)

= lo g  ( 3 0 ) / l o g  ( 6 . 2 8 9 a  + 1)

S o l v i n g  t h e s e  two e c u a t i o n s  s i m u l t a n e o u s l y  f o r  N y i e l d s  a 

v a l u e  b e tw e e n  5 and 6 ,  an d  a s  N m u s t  be i n t e g r a l ,  a v a l u e  

o f  5 v a i l  be u s e d .  T h i s  r e o u i r e s  a r e a d j u s t m e n t  o f  a ,  A, 

and  A* w h ich  g i v e s  3 . 3 7 ,  1 6 . 8 5 ,  and  1 4 . 3 2 ,  r e s p e c t i v e l y .

The r e l a t i v e  e f f i c i e n c y  c a n  be  c a l c u l a t e d  o r  more 

e a s i l y  o b t a i n e d  f rom  F i g u r e  10 ,  C h a p t e r  I I I ,  w h ich  y i e l d s  

E n = . 9 7 7 .

The o v e r a l l  e f f i c i e n c y  b a s e d  upon E q u a t i o n  ( 2 9 ) ,

C h a p t e r  I I I ,  becomes

e N = ^Xo " XN^/X0 = 1 ” 0 * 0 0 5 / 0 . 1 5  

= .967
80Prob lem  2__

S t a t e m e n t : One to n  p e r  h o u r  o f  m e a l  c o n t a i n i n g  800

p o u n d s  o f  o i l  and 50 p ounds  o f  b e n z e n e  i s  t o  be washed i n  

a c o u n t e r c u r r e n t  p r o c e s s  w i t h  1310 p o u n d s  o f  b e n z e n e  con ­

t a i n i n g  20 pounds  o f  o i l .  The m eal  i s  t o  l e a v e  t h e  p r o c e s s  

c o n t a i n i n g  120 pounds  o f  o i l  p e r  t o n  o f  m ea l  a f t e r  t h e

b e n z e n e  i s  d i s t i l l e d .  The b e n z e n e  r e t a i n e d  by  t h e  meal
80v a r i e s  w i t h  t h e  s o l v e n t  r a t i o  a s  f o l l o w s :

L b s .  o i l / l b .  b e n z e n e ,  x 0 0 . 1 1 1  0 . 2 5 0  0 .4 2 7  0 . 6 6 7  1 . 0 0 0

L b s .  b e n z e n e / l b . m e a l ,  b 0 . 5  0 .5 0 5  0 .5 1 5  0 . 5 3 0  0 . 5 5 0  0 .5 7 1
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L b s .  o i l / l b .  b e n z e n e ,  x  1 . 5 0 0  2 , 5 3 3

L b s .  b e n z e n e /  l b .  m e a l ,  b 0 .5 9 5  0 . 6 2 0

C a l c u l a t e  th e  f o l l o w i n g :

1 .  C o n c e n t r a t i o n  o f  e x t r a c t

2 .  C o n c e n t r a t i o n  o f  l i q u i d  a d h e r i n g  t o  -meal 
removed f rom p r o c e s s

3 .  Mumber o f  s t a g e s .

A s c h e m a t i c  d ia g r a m  o f  the  p r o c e s s  i s  shown on F i g u r e

1 .  To o b t a i n  a n s w e rs  t o  p a r t s  1 an d  2 ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t o

w r i t e  s e v e r a l  m a t e r i a l  b a l a n c e s .

O v e r a l l  s o l u t e  b a l a n c e

Based  upon one pound o f  meal

0 . 4 0  + 0 . 0 1  = 0 .0 6  + w^x^ 

w^x-^ = 0 .3 5

O v e r a l l  s o l v e n t  b a l a n c e

0 .0 2 5  + 0 .6 5 5  = w^ + b^

By o b t a i n i n g  b-p  w^ and  x^ can  be  f o u n d .  The o u a n t i t y ,

b N, may be o b t a i n e d  f rom  t h e  p l o t  o f  bx  v s  x  on F i g u r e  1 .

As b^jXjj = 0 . 0 6 ,  = 0 .1 3 6  and b = 0 . 4 4 3 .  T h i s  g i v e s

w^ = 0 .2 3 7  and  x-  ̂ = 0 . 1 4 8 .  The v a l u e s  o f  x-  ̂ and x.^ a r e  

t h e  r e q u i r e d  v a l u e s  f o r  p a r t s  1 and  2 .

To o b t a i n  t h e  number o f  s t a g e s ,  t h e  p r o p e r  v a l u e s  a r e  

s u b s t i t u t e d  f o r  wQ, b N, x ^ ,  and yQ i n  E q u a t i o n  (ll '),  C h a p t e r  I I I .  

T h i s  y i e l d s
b n 0 .0 5

■̂ n+1 — x n “ ’n+± b„ + 0 .2 1 2  b„ + 0 .2 1 2n n
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T h i s  e q u a t i o n  c o u p l e d  w i t h  t h e  b - x  d a t a  i s  s u f f i c i e n t  f o r  

c o n s t r u c t i o n  o f  t h e  a r a p h  o f  th e  o p e r a t i n g  l i n e  i n  F i g u r e  1 .  

S t a r t i n g  th e  s t e p p i n g  o f f  p r o c e s s  a t  x ^ ,  c o n t i n u i n g  t o  x ^ ,  

p r o d u c e s  t h r e e  p o i n t s  on t h e  e q u i l i b r i u m  c u r v e .  Adding 

one t o  t h i s  f o r  t h e  f i r s t  s t a g e  g i v e s  a t o t a l  o f  f o u r  u n i t s  

r e q u i r e d  f o r  t h e  s e p a r a t i o n .

P ro b le m  3

An a m m o n i a - a i r  m i x t u r e  c o n t a i n i n g  ammonia by  w e ig h t  

i s  to  be  s c ru b b e d  i n  a p a c k e d  to w e r  w i t h  p u re  w a t e r .  The 

to w e r  h a n d l e s  2220 l b s . / h o u r  o f  g a s  and o p e r a t e s  i s o -  

t h e r m a l l y .  The f o l l o w i n g  i n f o r m a t i o n  i s  a v a i l a b l e :

1 .  W ate r  r a t e  = 400 l b  s . / ( h r . ) (  s q . f  t . )

2 .  Tower d i a m e t e r  = 2  f t .

3 .  9 9 . 6fc o f  ammonia t o  be removed
4

4 .  E o u i l i b r i u m  d a t a  e x p r e s s e d  by  y = 0 . 0 0 4 7 x
where  y = l b s .  N H g / lb .  a i r ,  and x  = l b s .
H H j / l b .  w a t e r

5 .  H . E . T . P .  = 9 f t .

B ased  on t h e s e  c o n d i t i o n s ,  c a l c u l a t e  t h e  r e q u i r e d  to w e r  

h e i g h t .

I n  o r d e r  to  c a l c u l a t e  t h e  number o f  t h e o r e t i c a l  

p l a t e s ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  o b t a i n  t h e  o u a n t i t i e  s x Q, x-^, 

y Q, yjj ,  L, and  G a s  d e f i n e d  i n  C h a p t e r  IV .

The i n l e t  c o n c e n t r a t i o n  y Q i s  g i v e n  by

y0 = . 0 6 / . 9 4  = 0 . 0 6 3 8  l b s .  NH3 / l b .  a i r

The e x i t  c o n c e n t r a t i o n  i s  

yN = (1  -  0 . 9 9 6 ) ( 0 . 0 6 3 8 )  = 0 .0 0 0 2 5 5  l b s .  N H g / lb .  a i r
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191.

The e x i t  l i c i u i d  c o n c e n t r a t i o n  can  be obts.in.ed. f rom  

a m a t e r i a l  b a l a n c e .  Thus

x N = ( G / L ) ( y 0 -  yN)

= ( 2 2 2 0 / 4 0 0  ) ( 0 . 9 9 6 ) ( 0 . 0 6 3 9  ) = 0 .1 1 1  l b s .
NH5 / l b .  w a t e r

From E a u a t i o n  ( 2 2 ) ,  C h a p t e r  IV

l o g  0 . 0 0 0 2 5 5 /  ( 0 . 0 6 3 8  -  ( 0 . 0 0 4 7  ) ( 0 . 1 1 1  jj
N = —  --------------------------------------------------------------------------------------

l o g  ( 0 . 0 0 4 7 ) ( 2 2 0 0 ) /4 0 0

= 1 .1 4 5

T h e r e f o r e  t h e  r e q u i r e d  h e i g h t  i s  g i v e n  by  

h  = ( 1 . 1 4 5 ) ( 9 )  = 1 0 .3 2  f t .

P r o b le m  4

An e t h a n o l - w a t e r  m i x t u r e  c o n t a i n i n g  2 0 /  by w e i g h t  o f  

e t h a n o l  i s  t o  be f r a c t i o n a t e d  i n t o  an  o v e r h e a d  p r o d u c t  and  

b o t t o m s  c o n t a i n i n g  8 5 /  and  1 /  by w e i g h t  r e s p e c t i v e l y  o f  

e t h a n o l .  Assuming t h a t  t h e  f e e d  i s  a t  i t s  b o i l i n g  p o i n t ,  

t h e  r e f l u x  i s  r e t u r n e d  a t  i t s  b o i l i n g  p o i n t ,  t h e  v a p o r  

r i s i n g  f rom  th e  p o t  i s  s a t u r a t e d ,  and t h a t  t h e  m o l a r  l a t e n t  

h e a t s  a r e  n o t  c o n s t a n t ,  c a l c u l a t e  t h e  number o f  p l a t e s  

r e q u i r e d  f o r  t h e  s e p a r a t i o n .  'he  r e f l u x  r a t i o  a t  t h e  t o p  

o f  t h e  column i s  to  be 2 pounds  o f  r e f l u x  p e r  pound o f  p r o d u c t .  

N e g l e c t i n g  a l l  h e a t  e f f e c t s  e x c e p t  the  l a t e n t  h e a t s ,

E q u a t i o n s  ( 1 9 )  and  ( 2 0 )  o f  C h a p t e r  V and t h e  g r a p h i c a l  

m e th o d s  p r e s e n t e d  f o r  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e s e  e q u a t i o n s  can  

be  u s e d .  The e o u a t i o n s  f o r  t h e  e n r i c h i n g  and e x h a u s t i n g  

s e c t i o n s  become

Reproduced with permission of the copyright owner. Further reproduction prohibited without permission.



x n =

854v - -  0 , 8 5 h  wn+± n + i

854 ’  h n+i

8 5 4 y m +

Xm+1 854 + 3 . 4 1

I n  t h e  f i r s t  e q u a t i o n  f o r  t h e  o p e r a t i n g  l i n e  i n  t h e  e n r i c h i n g

s e c t i o n ,  a v a l u e  o f  y , i s  a ssum ed  and x i s  t a k e n  from * n+1 n+1
t h e  e q u i l i b r i u m  c u r v e .  Knowing x n+^ ,  t h e  l a t e n t  h e a t ,  

h n+i»  can  be  o b t a i n e d  ( a s s u m in g  i t  v a r i e s  l i n e a r l y  w i t h  th e  

c o n c e n t r a t i o n )  and a v a l u e  o f  x n c a l c u l a t e d .  A s i m i l a r  

p r o c e d u r e  may be  u s e d  f o r  t h e  e x h a u s t i n g  s e c t i o n .  C a l ­

c u l a t i o n s  b a s e d  on t h e s e  p r o c e d u r e s  l e a d  t o  t h e  f o l l o w i n g  

v a l u e s  f o r  t h e  o p e r a t i n g  l i n e s ;

E n r i c h i n g  se c t i o n

x n 0 . 7 8 5  0 . 7 0 1  0 .6 7 1  0 .6 3 6  0 . 6 1 1  0 . 5 7 8  0 .5 4 2

y n+1 0 .8 0 9  0 . 7 6 7  0 .7 5 4  0 . 7 4 0  0 . 7 3 1  0 . 7 1 9  0 .7 0 5

x n 0 . 4 0 6  0 . 3 5 2  0 .289  0 .2 1 8  0 . 1 3 3

y 0 . 6 5 5  0 .6 3 5  0 .6 1 2  0 .5 8 6  0 . 5 5 5•'n+l

E x h a u s t i n g  s e c t i o n

xm+1 0 . 0 3 4  0 .0 6 6  0 . 0 9 1  0 . 1 0 7  0 . 1 2 3  0 .1 3 5  0 . 1 5 8  0 . 1 7 6  (

y  0 . 0 8 5  0 .1 8 5  0 . 2 6 3  0 . 3 1 2  0 . 3 6 0  0 . 3 9 8  0 .4 6 3  0 .5 1 6  Cm

A p l o t  o f  t h e s e  o p e r a t i n g  l i n e s  and  th e  e a u i l i b r i u m  c u r v e  

a r e  shown i n  F i g u r e  2 .  A p p r o x im a te ly  8 t h e o r e t i c a l  p l a t e s  

a r e  r e q u i r e d .

.190

.555
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P r o b l e m  5

C o n s i d e r  a h y p o t h e t i c a l  b i n a r y  sy s tem  c o n s i s t i n g  o f  

A a n d  B i n  w h ic h  th e  r e l a t i v e  v o l a t i l i t y  o f  A w i t h  r e s p e c t

t o  B i s o ^  = 2 .  What i s  t h e  minimum number o f  p l a t e s

n e c e s s a r y  t o  p ro d u c e  a s e p a r a t i o n  i n  w h ich  th e  to p  p r o d u c t  

c o n t a i n s  99 mol  p e r  c e n t  o f  A a n d  t h e  b o t t o m  p r o d u c t  c o n ­

t a i n s  1 mol p e r  c e n t  o f  A. Assume t h a t  t h e  m o l a l  l a t e n t  

h e a t s  o f  A and B a r e  e q u a l .

F o r  i n f i n i t e  r e f l u x  r a t i o ,  th e  b i n a r y  e q u a t i o n  f o r  

c o n s t a n t  r e l a t i v e  v o l a t i l i t y  r e d u c e s  t o

*n+1 = tot -  1 )  * n x n+1 + x n

P l a c i n g  t h i s  i n  a fo rm  e q u i v a l e n t  t o  E q u a t i o n  (1 1 )  o f  P a r t  IV 

o f  t h e  a p p e n d i x  g i v e s

vn + l  -  2vn = '  1

-where vn = l / x n . T h i s  e q u a t i o n  can  be s o l v e d  e i t h e r  a n a ­

l y t i c a l l y  o r  g r a p h i c a l l y .  The g r a p h i c a l  s o l u t i o n  i s  i n ­

d i c a t e d  i n  F i g u r e  3 and  i s  e q u i v a l e n t  t o  t h e  s o l u t i o n  p r e ­

s e n t e d  i n  P a r t  IV o f  t h e  A p p e n d ix .  The o p e r a t i n g  l i n e  i s  

p l o t t e d  w i t h  a s lo p e  o f  2 and a y - i n t e r c e p t  o f  -  1 .  The 

l i m i t s  on vn c o r r e s p o n d i n g  t o  x n = 0 . 0 1  and  0 . 9 9  a r e  v n = 100,  

and  0 .0 1 0 1  r e s p e c t i v e l y .  S l i g h t l y  more t h a n  13 t h e o r e t i c a l  

s t a g e s  a r e  r e q u i r e d  i n  t h e  g r a p h i c a l  s o l u t i o n .  An a n a l y t i c a l  

s o l u t i o n  g i v e s  1 3 .2 4  u t i l i z i n g  E q u a t i o n  49 i n  C h a p t e r  V.
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